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ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

θ̇ = ω.
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x

y

θ

x

y

v

ω

O

xr, yr
θr vr, ωr

O

⎡
⎣xe(t)
ye(t)
θe(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ cos θ(t) sin θ(t) 0
− sin θ(t) cos θ(t) 0

0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣xr(t)− x(t)
yr(t)− y(t)
θr(t)− θ(t)

⎤
⎦ .

x

y

θe

θr

θ

ye
xe

x xr

y

yr

xe, ye θe

ẋe = ωye − v + vr cos θe

ẏe = −ωxe + vr sin θe

θ̇e = ωr − ω.

xe, ye θe
v(t), ω(t)
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� s(t)� �� ���������

��� ��������� �)������� �� ��� �	����
 ������ �� ��� ��� v(t) = ds(t)
dt � ���� ����������*�� ��� 	��� "�

d

ds
x(s(t)) = cos θ(s(t))

d

ds
y(s(t)) = sin θ(s(t))

d

ds
θ(s(t)) = κ(s(t))

&'�+(

����� κ(s(t)) ������ ��� ��������� �� ��� 	��� ���� ��� �����
� ��� �����
� � ������� s(t)�  ��� ����
��� ��������� κ(s(t)) = 1

R � ���� R ��� ����� �� � ����
�� ,��� κ = 0� ���� ������	��� �� � ��������

���� �� ��� ����� ���� �������� ��������� κ �� � ����
� ���� ����� 1

κ �

�� �������
� �����
��� ��� 
�����
 ������
 	��"
��� � 
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d

dsl
xl(sl) = cos θl(sl)

d

dsl
yl(sl) = sin θl(sl)

d

dsl
θl(sl) = κl(sl),

&'�#(

����� ��� �	������ �� ���� t �� ������ ��� ����"�
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������� �� �	 �
��� �	��� �	���� ���� ����� �� � �����	 ��� ������� ������� ����� � ��� �������
�������	� �	 � ���	��� �	�����	�� � ��� ���� � ��� ������� ���� ������� ������� ������� � �����	��
s∗l = α(s) ��	� ���� ����� ���	 ��� ������ ��� �������� � �����	�� s� ����� s∗l �� � �����	�� 	 ��� ����
� ��� ������ ������	��	� � ��� �������� �����	�� � ��� ������� ������ ��� �� ���	� ��� ���������
� ��� ������� ������� �� x̄l(s) = xl(α(s))� ȳl(s) = yl(α(s))� θ̄l(s) = θl(α(s))� �	� κ̄l(s) = κl(α(s)) �	�

��� v̄(s) = dα(s)
ds �� ��� �
��� ������� �	��� � ��� ������� �������� �� ��� ��������������� � ��� �������

������� �� ���	 ����	

dx̄l(s)

ds
= v̄(s) cos θ̄l(s)

dȳl(s)

ds
= v̄(s) sin θ̄l(s)

dθ̄l(s)

ds
= v̄(s)κ̄l(s).

����� 

!	����� ����	 ��� ���� ����	���� �� �	 ���" � �	� ��� �������#���	 �	 ������ ���� ��� ������� �������
�� ��� ������	�� �� ��� ������ �	 ��� ������� �$��	� ����� �������� ���	��� ��� ���� ���	���	%

⎡
⎣xe(s)
ye(s)
θe(s)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ cos θ(s) sin θ(s) 0
− sin θ(s) cos θ(s) 0

0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣x̄l(s)− x(s)
ȳl(s)− y(s)
θ̄l(s)− θ(s)

⎤
⎦ , ����" 

����� ��� ����	��	�� 	 t �� ����	 $����� �� ������������ ��� ���� ��	�$��� ��	 �� ������� �	� ���
����	 ��

ẋe = κye + v̄ cos θe − 1

ẏe = −κxe + v̄ sin θe

θ̇e = −κ+ v̄κ̄l,

����& 

����� ��� ����	��	�� 	 s �� ������ �� ��� ���� � �
�����	� ��� '����	� ��	���	

V =
1

2
x2
e +

1

2
y2e −

1

c3
log(cos θe), ����( 

�� ������� ����� �� ������� ���	��� �� c3 > 0� �������$�� �� �� ����$�� ���� ��� �	����� �	����	�
������� |θe(0)| < π/2� ��� ���������� � V �	� ��� ����������	 � ��� ���� ��	�$��� �� ����	 �	 ����& 
������� �	%

dV

ds
= xe(v̄ cos(θe)− 1) + ye(v̄ sin θe) +

1

c3
tan θe(−κ+ v̄κ̄l). ����) 

��� �	��� ���� ����	 ��

v̄ =
1− c1σ1(xe)

cos θe
����* 

κ = c3ye(1− c1σ1(xe)) + v̄κ̄l + c2σ2(θe), ����+ 

���� 0 < c1 < 1 �	� c2 > 0 ������� �	

dV

ds
= −c1xeσ1(xe)− c2

c3
σ2(θe) tan θe ≤ 0. ����, 

����� σ(τ) �� � �	��	��� $	�	� ��	���	� ��-���	������ �� τ = 0� ��������	� σ(τ)τ > 0 �� τ �= 0�
|σ(τ)| ≤ 1� �	� σ′(0) > 0� ��� ���� �� ����	 �� '������ �� ��� .�+/� ���� xe, ye �	� θe �	����� � #��
�� ����	 �	 0���	��
 0� �������	� �	 �	 1203 �	� ������ �
�	�	������ ������ �'43 �����5�� �����$�
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d

dt
x(t) =

d

ds(t)
x(s(t))

d

dt
s(t) ���� !

	� ����
�
�
� d
dts(t) = v(t)� ���� �����
� � 
�� ��	� 
��� ����� ���� �"

ẋl(t) = vl(t) cos θl(t)

ẏl(t) = vl(t) sin θl(t)

θ̇l(t) = vl(t)κl(t).

����#!

$�� 
�� 
��� �	��� ����� �� 
�� �������� ������� �� �	�� 	
��	��"�

ẋ(t) = v(t) cos θ(t)

ẏ(t) = v(t) sin θ(t)

θ̇(t) = v(t)κ(t)

�����!

����� v(t) �� 
�� ������
" ��
������ �" 
�� ����
���	� ��
������ 	� κ(t) �� 
�� ��
��� 	�
�� 
��	���

�� ���
�	� �������� �������� ��� ��
�� �� 
�� ���
�	� �������� ������� �� ��������� �"

˙̄x(t) = v̄(t)v(t) cos θ̄(t)

˙̄y(t) = v̄(t)v(t) sin θ̄(t)

˙̄θ(t) = v̄(t)v(t)κ̄l(t).

����%!

&���� �
 �� 	�	� ���� 
�	
 v̄(s) = dα(s)
ds � '�� �����	
�� �� �� 
�	������� 
� 
�� 
��� ���	�� �����

�� 	 (��
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� 	 *�����	
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��� *����� *�
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�� ���
� � 	 �
�	���
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��	���
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lim
t→∞ ei = 0 ��� i = 1, 2, ..., n ����/!

����� n �� 
�� ����� �� �������� � 
�� ��	
�� 	� ����� ei �� 
�� ����� � ����
���	� �����
�� ��
�
������
 
� 
�� �������� ������� i − 1� ' �����	
�� �������
	
�� �� 	 ��	
�� �� �������� �� �����
��
� $����� ��%� ����� Li �� 
�� ������� ���
�� ri �� 
�� �
	��
��� ���
	��� h �� 
�� 
��� �	�� 	� vi ��

�� ����	�� ������
" �� 
�� �������� ��� �
���������� ���
	�� di �� ��
������ 	������� 
� 
�� ���
	


��� �	� �����" ���� +�,-� ����� �� ���� �"

di = ri + hvi. ����0!
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hvi(t)ri

Li

i i− 1n

Wireless
communication

vi(t)vi+1(t)

sl = α(s)

sl − α(s)

α−1(sl)− s

lim
t→∞ e(t) = α−1(sl(t))− s(t)− hv(t)− r = 0,

v(t)
v̇(t) = a(t)

a(t)

ė(t) =
vl(t)

v̄(α−1(s(t)))
− v(t)− ha(t).

a(t) =
1

h

[
vl(t)

v̄(α−1(s(t)))
− v(t) + kσ(e(t))

]

k > 0

ė(t) = −kσ(e(t)),

t = 0 sl = sf = 0 e(0) =
−hv(0)− r



sl(t)

α−1(sl(t))

α(s(t))

s(t)

Path leader

Path follower

sl � 0

θ

xe,l xe,f

xe,f δ

sl = 0

xe,l

xe,f

s = 0

θ

x

y

δ

xe

xe,f xe,l

Δ

Δ
α−1(sl(t) + Δ)

lim
t→∞ e(t) = α−1(sl(t) + Δ)− (s(t) + Δ)− hv(t)− r = 0,

t = 0



� �������� Δ ���	 �
� ������ �
� �	��� �	 �
� ����� ��
���� �� ������� ��������� �
� ��
���	� 	�
�
� ����� ��
����� �
� �	����	� 	� �
� ����� ��
���� ��� �	� �� ��������� ����� �
� �	����������
���	������ ��� �
� ������� �	����	� 	� �
� ��
����� �	 � �������� Δ ���	 �
� ������ ����� �
�� �� �	 ���
�
�������� 	� �
� �	����	� ��� 	�������	� 	� �
� ����� ��
����� �
� ����� ���
 �������� �	� �
� ������
���
 	������� �� �
� ��
������ �� �� �������� �	 ������ �
� ����� ���
 �� ���� ���� ����� �
��
 ��
�� ��������� �	����	� �
�� �		� ���	����� �� �	� ���������� �
���	�� �	����� �
� �	����������
�	��	� �	���� ����� � ����� ���
 �� �	� �������� �	� � �������� �	��� 	� �����

��� �����	�� 
����

�
� �	�	��� �	��	��� ������ ���� �
� ��������	� �
�� ��� ������ 	� �
� ��������� �	��� �� ���������
�	 �	��	�� �� �������� �
�� �� 	���� �	� �
� ���� ��� �� 	����� �� ������ �	 �������� �
� �������
���� �� �	����� �
� ���� �
�� �
� 	�������	� 	� ��
����� �� �	� ���������� 	 �	����� ���
 �	��� ���
������� ��� �
���	� ���� �� ������ �	� �	����	� ������������ �
��
 �� �	������ �	����� ���

�	��� �� ����� �
���	�� � ���� ����� 	����� �� ���������� �
��
 ��������� �
� 	�������	� ���  ���� �
�
�	��� 	� �
� �	����	� ������������ �
� �	���� 	� ���������� �
� 	�������	� �	 �������� ���� �	����
	�	�� �� �������� �� !	�"�� �� ��� #$%&� ' ����� �������� �	��	��� �� �	������ ���
 �� 	����� �
��
��������� �
� 	�������	� �	 ����� �
� ��������� �	����	� ������������ �	����� �
�� �� ��������
����� �
�� ���	�	���� � ��(���� ������� �	��	��� �
�� �
� �	��	��� �� �	�	��� 
��� )������� ��
��� #**& �	������ �
�� 	��� ��	 	� �
� ������� �	 �		������� �� ������� ��� �����	�� 	������ �	
���
 	� �
� �	 �		�������� �	����� �
�� ����� ������ �� � �	������ 	�������	��	��� ������ ���
�
���	� ����	� �� ����� !����
������ �� #*$& � ���� ����� �	� �������	��� 	����� �� �	�	��� �
��

������ ������	��� ��������� 	� �
� �	 ��������� �
�� ���	��
 �� �������� ���
 �
� �		� �
�� �
�
	�������	� ����� θ ��� �� ��������� �	� �
� ��������� ������ ��� �	������ �	 �
� ������ 	�������	�
������

����� ����	
� ����	�����

+	����� �
� ��������� �	��� �� ����� �� ,$�*-� ��� ���
 � ����
��� �
����� �	����	�� ���� �
� ������
�� x, y, θ = x1, x2, x3 ��� �
� ������ v, ω = u1, u2� �������� ��

ẋ1 = u1 cosx3

ẋ2 = u1 sinx3

ẋ3 = u2

,$�.*-

���
 	������

y1 = x1

y2 = x2.
,$�.$-

�
�� �	��	���� )������� #*$&� �
� �������	� 	� �
� ������ ,$�.*- �� �������� �� �� ���� ��� ��������
s ��� c� �
��
 ������ �
� 	�������	� ����� x3�

c = cosx3 ,$�..-

s = sinx3. ,$�.%-

/���� �
��� �
� ������ ����� �
� �	�

ẋ1 = u1c

ẋ2 = u1s

ċ = −u2s

ṡ = u2c

,$�.0-

�
�� x1 ��� x2 �� ����� �
� ������� 	������� �
� ������ �� �����	��� �	� � �
�� �������	��� �	
� �	� �������	��� ������� �
��
 ���	����� � �	������ 	� �
� �	� s2 + c2 = 1� �	����� �� 	�����
�	 �
� ������ �	�� �	� ���������� ������� �
�� �	�������

*%



����� �����	�� 
����

�� �� �����	�� 
�� ��� ����� ������� � ��� �
 ��� ����� �� ������ ���� �� ���������� 	����� f(x1, x2,
x̂1, x̂2, ĉ, ŝ, u1, u2)

˙̂x1 = u1ĉ+ f1

˙̂x2 = u1ŝ+ f2

˙̂c = −u2ŝ+ f3

˙̂s = u2ĉ+ f4.

������

��� ���� �� ��� !��" �������� �� �����	�� ���� ����������� 
 ������� f � ����� f ����� ���� ���� �� ���
���������� ������ ��� ����# �� ��� 
���

˙̂x1 = u1ĉ+ l1x̃1

˙̂x2 = u1ŝ+ l2x̃2

˙̂c = −u2ŝ+ l3u1x̃1

˙̂s = u2ĉ+ l4u1x̃2

����$�

���� #���� li > 0 
�� i ∈ {1, 2, 3, 4} ��� �����	�� ������

x̃1 = x1 − x̂1

x̃2 = x2 − x̂2

c̃ = cosx3 − ĉ

s̃ = sinx3 − ŝ.

����%�

&
 ��� �����	�� ������ ���	��#� �� '���� ���� ������� ���� ��� ��������� 	�� �� ���	��#� �� ��� �� � �����
�
 ��� ����� ������� ( ���������� ���� ��� ��� �� ��� 
�������# �����	�� ����� �������

˙̃x1 = u1c̃− l1x̃1

˙̃x2 = u1s̃− l2x̃2

˙̃c = −u2s̃− l3u1x̃1

˙̃s = u2c̃− l4u1x̃2.

����)�

*� 	���
 ��� ��������� �� ��+��������� ��� ������	� ������� ,�� ��	 
 ������ V1

V1 =
l3
2
x̃2
1 +

l4
2
x̃2
2 +

1

2
c̃2 +

1

2
s̃2 ���-.�

����# ��� �����	�� ����� �������� ��� ����# ��

V̇1 = l3x̃1u1c̃− l3l1x̃
2
1 + l4x̃2u1s̃− l2l4x̃

2
2 − u2c̃s̃− l3u1x̃1c̃+ u2c̃s̃− l4u1x̃2s̃

= −l1l3x̃
2
1 − l2l4x̃

2
2 = Y1(x̃),

���-��

����� �� ��#���	� ����/�������� 0� ��� ����� �� ���� x̃1, x̃2, c̃ ��� s̃ ��� �� ���� ����� V1 > 0 ��� V̇1 ≤ 0�
������������ �
 V̇1 ≤ Y1(x̃) ≤ 0�  ��
���� #������ ��������� �������� ��� �� �������� ��������# �� ���
������� 1������	 ������� �� ������ �� �������2 �� 3�+����������# ��� 
 ������

V2 = − ˙̃x1x̃1 − ˙̃x2x̃2, ���-��

����# ��� �����	�� ����� ������� ��� ��� ��

�4



V̇2 = −¨̃x1x̃1 − ¨̃x2x̃2 − ˙̃x2
1 − ˙̃x2

2

= −¨̃x1x̃1 − ¨̃x2x̃2 − (u1c̃− l1x̃1)
2 − (u1s̃− l2x̃2)

2

= −¨̃x1x̃1 − ¨̃x2x̃2 − l21x̃
2
1 − l22x̃

2
2 + 2l1u1c̃x̃1 + 2l2u1s̃x̃1︸ ︷︷ ︸

=0 �� Y1=0

−u2
1(c̃

2 + s̃2).
������

��	 
��� �� ���
������ ���� |u1(t)| ≥ ε > 0 ��� ��� t	 � ������ ������� ������ ���������� ���������
������ �� �� ������ ���� ���������  � �����!�� �� c̃ ��� s̃ �� "�� ��� � 
�� �� ����
��� ��
���������� ��!� x̂3�  ��� ������������ ����� �� ���� ����������! �� �� ������	 ���� ��� ��������
�� 
�� �� ������ �� ���������� ��!��  � ����� ���� x̂3 �����!� �� �� ��
 ���� �� ������� �#��

����� �����	
	��� 
���

$��� �� �� ������ ���!�	 �� �����!�� �� �� ������� ���������� ��!� �� ��
���� %������
�� ������� ���������� ��!�	

x̂3 = �����(ŝ, ĉ), ������

��� ŝ ��� ĉ �� !����� �� �� ������ ����&�� ' ��� ������ �� ��������!	

sin x̂3 =
ŝ√

ŝ2 + ĉ2
cos x̂3 =

ĉ√
ŝ2 + ĉ2

tan x̂3 =
ŝ

ĉ
. ����(�

)
�������	

tan(x̂3 − x3) =
tan x̂3 − tanx3

1 + tan x̂3 tanx3

=
ŝ/ĉ− tanx3

1 + ŝ/ĉ tanx3

=
ŝ cosx3 − ĉ sinx3

ĉ cosx3 + ŝ sinx3

=
(sinx3 − s̃) cosx3 − (cosx3 − c̃) sinx3

(cosx3 − c̃) cosx3 + (sinx3 − s̃) sinx3

=
−s̃ cosx3 + c̃ sinx3

1− c̃ cosx3 − s̃ sinx3
.

����*�

���� lim
t→∞c̃(t) = lim

t→∞s̃(t) = 0	 � ��� ������� �����
� ���� � ���� ��� lim
t→∞ tan

(
x̂3(t) − x3(t)

)
= 0�

)�� �� ���������� ��!� ���� ��
��� �� �����!� �� �� ��� ���������� ��!� x3 �� �� ������� �������
���������� ���� �����+� |x̂3(0)− x3(0)| < π

2 �

��� �����	
��� �����

,� ���� ������	 �� ������ ��������� ���!� �� �������� �� ���!������ ���!�� �� -��� � ��� ./01�
'��� �� ��� �� � ��������� ��� ��� ������������ �� ��� ���� ������ ��������� �� ������ )
�2
������	 �� ���!��
����� ������� ������ �� ����� �� ����������! �� �� � /3 ������ �� ����������!
��� ������ �� �� ��� �����  � ������! �� ���!����� ���� ������! �� ������ ������� ������	 ��

�� �� ���4�� �� ������� �� �� ���� �� �� ����� 5����	 ���� �� ���� �� �+�� �� � �
������
�� �� ������ �������	 ���� ��
�� � �!���� ������� �����  ��� ��
�� �� ������ �� ������ ����
�� �!�����! ��� �� ������ 
�������  � ���
���� ������� �� -��� � ��� ./01 �� ���� �� ��
���
������ ���� ��� ����� ��� ���
�� �� ���
��� ��� �� ��� ����
��� ��� ���� 5����	 ���� ��
��� �� � ��������� ������������	 �� ������� ���
���� ��� �� � ������ ���� �� ���
�����
�� �����
��� ��� �� �������� ������ � ������� ���
��	 ����� ��� ��� !
����� ���������! ��2
��������  �����	 �� ��������� ���
���� �� ������� ����� ������� ���� ������ �� ������
���!
�� ����+���� �������� ���� �� �� ����� 6��	 �� ������� �� ��� �� ���4�� ��� �������� �� ���� ���� ���
������� �+� �� �����
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����� �������	 
����	���

��	 ����	 ������
� �� �������	 ��	 ���
���	
 �� "#$%� �� �	��
��	� � ���� ��	���� �� � 	����& �����	

���� �	���� ����� ��� �
������� �	���	� �� ��	������	 ���
������ ���
�� �� ������	 �����	 
�����
���� � ��
���� ��
����
	 ���
���� "'(%� ��	 �	��� ��� �
��	 �� �	 �	
� ��	��� �� �	�� ��)	
	� ���
��
����
����� ��
 � ����	 �
 � �
��� �� ������	 �����	 
������ �		 ��
 	�����	 "*� #+� #,%� ��	 	����&
�����	 
���� �	��� �� ���� � ����
	 '�# �� ������� �� � #�,- × #�($ � �
	�� ��	 �����	 
���� 	�
���&� ���� � ����
	 '�(� �� � ��)	
	������
��	 ������	����	 
���� �	�	���	� �� ��	  .�/� ����0	
����

��	 ��		�� �� ��	 	����& �
	 �
��	 �� ��	��	
 ����
� ����� �
	 ������	� �� �	������ ���
�� ��������
��	�� ��	 �	��
	� 
���� �� �	�� ��		� ��		��� ������	� �
�� ��	 �	��
	� ��
��
� �� ��		
�� �	�������
��
��	
��
	� ��	 �	��� ������ � 	��	
�� .1 �� � ��	
�	�� ���	
� ����� �����	� �� ���
������	��
'2 30 �� �� ��
	���� �����	� �� ��	 .1 �� � �
	��
	 ����	� ��	 ��	
�	�� ���	
� �� ��	� ��
 ������0����
�� �	�	��� ��	 	����&� �
�� ��	�
 ��4�	 ��
&	
� �� �� �	 �		 � ����
	 '�(� ����� �
	 �
�������
�	���	� � ",%� 5	 ��
&	
 �� ��	� �� �����
��	 ��	 
	�����	 ������� �	��		 ��	 ���	
� �� ��	 �
	��
!�� ���	
 ��
&	
� �
	 ��4�	 �� ��
	���� �����	� �� � �	����	� 6��� � ����	 �
��	���� ����
�����
��	 
	�����	 ������� �� ��	 �	����	� �� �	 �����	� ���� 
	��	�� �� ��	 ���
����	 ����	�� �	� �� ��	
�����
���� ��
&	
� 7� ��	 �����
���� ��
&	
 �� �� �		 �� ��	 ���	
�� ��	 ���� &�� ������� �� ��	
��
&	
 �� ��	�� 6��� ��	 ��	
�	�� ���	
� �� ��	 ����	 �
��	���� ����
����� �	 �
	 ���	 �� ����� ��	
������� ���� � ����
��� �� 2�22#8 � � x� �� y���
	���� ����
��� �� "'(%� ��	 �	���
	� �
�	�����
�� ��
 �
�� ����
��	 ���� � ����
��� �� 2�2-(* 
��� 7� ���� �	 ��	� ���� ��	 �
�	����� ���	 ����
�	 �	�	
��	� ��	 ��	 �	����	 �� � ���������� !���������� ��	 �	���
	�	�� �� ��	 ���	 �
	 ����	�
�� ����� �������� ���	� !���
��	 
	����� �� ��	
	��
	 �� �	 ���
��		� ��	 ��	 �	���
	� ���	
�� ��	�� ���� �������	� ��
 ��	 ��	 �� ��� ������� �	���
	�	�� �� ����� ��	 �
�	����� �� ��	 �	����	�
!�� ���
�� �� ������	� � � 	��	
�� .1 ���	 ��	 ����
� �
��	���
 �� ��	 	����&� ��	� �� ���	
��	 ������������ ���	
 �� 
� ���� �������� ��	 .1 �� ����������� ��	� �� �
��	�� ��	 ����	� �
��
��	 ���	
� ��� ������� �	���
	�	�� �� �� ���	 �� ���������	 ��	 �	��
	� ����� �� ��	 	����&�
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#� ���$�	$�� ��� ���%	�& �	� 	� %		��� '� ��� �������� 
� ��� $���� ������ (�	$� 	� ����
�	���%�
�� )*� '�� �
��$
������� ��
���� %		���	
� 	� 
'������ �� ��� ��&� 
� ��� ����� $����� '� ��� $����
(�	$� $������� � 
�� '����� 	�&� ��� ������
�� &	��� %��� �$$����� �
�	�	
� ����������� +
��
����
��� ��������� ���� $
���	�� �
	�� ��� 	&�� '� '	����� ,�	� (�� �%����� �	�$����� ��� � �����
���	��
� 	� ��
�
��� �
 
���$
� ��	� ��
'%�� #� ��� '� �
��� ���� ��� '	���� 
�	�����	
� ��&%� $��
'� $
���$��� ����%%� '� ���%��	� 
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� ����� h� �� ��� ������������
 ������ �� �� ������� ���� �� ���� ����������	� �����
�� ��� �
���� u1 �
� u2� ����� u(t) = u(t(kh)) �� ��
���
� �� t ∈ [t(kh), t(kh+h))� ��� ���������� ����	
�� ����
 � !

⎡
⎣x1(kh+ h)
x2(kh+ h)
x3(kh+ h)

⎤
⎦ =

⎡
⎣x1(kh)
x2(kh)
x3(kh)

⎤
⎦+

∫ kh

t

⎡
⎣cosx3(τ) 0
sinx3(τ) 0

0 1

⎤
⎦[

u1(kh)
u2(kh)

]
dτ. �"�"�

��� �#��� ���������� ���� ����	 �� �����
�� ��� ��	��
� ��� �
����	� ����	���� ��!

⎡
⎣x1(kh+ h)
x2(kh+ h)
x3(kh+ h)

⎤
⎦ =

⎡
⎣x1(kh) + 2u1(kh)φ(u2(kh)) cos γ(x3(kh), u2(kh))
x2(kh) + 2u1(kh)φ(u2(kh)) sin γ(x3(kh), u2(kh))

x3(kh) + u2(kh)h

⎤
⎦ . �"�$�

�����

φ(u2(k)) =

{
sin(h

2 u2)

u2
�� u2 �= 0

h
2 �� u2 = 0,

, γ(x3(k), u2) = x3 +
h

2
u2. �"�%�
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 �� ��� ������ �
 � ��	����� �
���
��
�� ��� ��
��
���� ���� ������ 
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� ���� �� ��� � ��� ������� �� ��� ������ '������ �� �� (
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 ���� ���� �� ����#�����	 
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��
� ��� �
��� ���
�	� �
� �����	 ������
� �� ��� �����	�� ������� ���
�������
 ��������
� ��� ��� ����� �� 
�� ��	� ��� �� ����
� � �������� ������
 ��� ���������
��	��� �
� ��� ������� ��	���� ��� ������ �
��� �� ��	� �� � * ����	��� ���� ��
 �� ��(�
 �
��
�����
� �� ��� ������ ������� �
 ��� ������� ������� ���� ��� ��
��
���� ���� ������ �� �������
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 +,-. �� ����������� /���		 ��� ��0��
���	 �1�����
� �� ��� ������ � 
�����!

˙̂x1(t) = u1(t)ĉ(t) + l1x̃1

˙̂x2(t) = u1(t)ŝ(t) + l2x̃2

˙̂c(t) = −u2(t)ŝ(t) + l3u1(t)x̃1

˙̂s(t) = u2(t)ĉ(t) + l4u1(t)x̃2

�"�*�

����� x̃1(t) = x1(t) − x̂1(t) �
� x̃2(t) = x2(t) − x̂2(t)� 2���
 ��� �
���� �� ������� �� �� ��
���
�
������
 ��� ����	�
� �
���
���� ������� x̃1� x̃2� ĉ� �
� ŝ �� 
�� ���
�� ��� ���� �� ��		� 3��

���	����� �� ��� 4
�	 ���� �
���
�� �
� ��(�
� �
�� �����
� ��� ��# ����	�� ��	� � ���� ���	�� �� ���
������ �
!

⎡
⎢⎢⎣
x̂1(kh+ h)
x̂2(kh+ h)
ĉ(kh+ h)
ŝ(kh+ h)

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

x̂1(kh) + hu1(kh− 6h)ĉ(kh) + hl1x̃1(kh)
x̂2(kh) + hu1(kh− 6h)ŝ(kh) + hl2x̃2(kh)

ĉ(kh)− hu2(kh− 6h)ŝ(kh) + hl3u1(kh− 6h)x̃1(kh)
ŝ(kh)− hu2(kh− 6h)ĉ(kh) + hl4u1(kh− 6h)x̃2(kh)

⎤
⎥⎥⎦ , �"�5�

����� l1, l2, l3� �
� l4 �� ���		 �� �� ������
��� ��� ���
�����
 �
�	� ��
 �� ������
�� ���

x̂3(kh) = ���
-(ŝ(kh), ĉ(kh)). �"�6�

2� ����
 �
 7����� -� ��� ��������� ���
�����
 �
�	� ��
����� �� ��� �����	 ���
�����
 �� ���

|x̂3(0) − x3(0)| < π

2 � ��� ��
����
�� �� ��� �����	 ���
�����
 �
�	� �� ����� ��������� �
 ��� 
�#�
�������
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x

y

v ω

v̇ = a

ω = ωr − c2vrxe
1− cos θe

θe
+ c2vrye

sin θe
θe

+ c3θe

a = ar + c1xe + c4ve,

c1 c2 c3 c4 > 0 xe, ye θe
ve = vr − v

sin θe
θe

= 1 − 1
6θe

1−cos(θe)
θe

= θe
2 +

θ3
e

24 +
θ5
e

720 θe = 0
vr(t) ωr(t)

xl(sl(t)) yl(sl(t)) θl(sl(t)) κl(sl(t))
sl(t)

s(k) = s(k − 1) +
√

(x̂(k)− x̂(k − 1))2 + (ŷ(k)− ŷ(k − 1))2.
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�	 v̄(s) = dα(s)
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x̄l(t) = v̄(t)v(t) cos θ̄l(t)

ȳl(t) = v̄(t)v(t) sin θ̄l(t)

θ̄l(t) = v̄(t)v(t)κ̄l(t).
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α(s(t)) =

∫ t

0

v̄(τ)v(τ)dτ  !�"!$

�� 
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α(s(kh+ h)) = α(s(kh)) + v̄(kh)v(kh)h.  !�"�$
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(x̄(s), ȳ(s), θ̄(s), κ̄(s)) = {(xl(s
∗
l ), yl(s

∗
l ), θl(s

∗
l ), κl(s

∗
l )) : s

∗
l ∈ ����
�|sl − α(s)|}  !�"&$
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4	������ � ����		� 	 	�� �������� ����� ��� ������ ������ �� x = 0.4 � � y = 0.1 �� θ = 0 ����
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 �� �������	��� ����
.�������� 
�
���
 A7#84�A#%�0# ())#�

�#(� ;� 5�� ��� @���. �� 5�� �� ,��- ��� �� ���������� � +��
��� 	
���
��� �""����3 
� �����
���
���
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� $�� 1�. 
��$ ())& ())&�

A(



���� �� ��� 	
���� � ������������ �� ������ ��� �� �� 	������ ����������� �����������  ��  
�
��
��!����"� ���� �������	
��� �� ��	�
���	 ��������	�	
�� ���	���� #�$�%&#'#()#'*+� *'#*�

,�



�������� �

������� ��	�������
�����

���� �����	�
 ����	�� ��� ������������� ��	 ����� �� ��� ������� �
����������� ������ ������� ����������
�� ����� �� ������� �� ��� ����� �� ���� �� ����� ���� ���� �� � ���� �� ��� ����	�	 ����� ��	 �� ����
����� ��� ������������ �� ���� �����

��� �����	�
�����

����� ��� � ���!���"� �����# ���  ���!��� ��$%$&&� ��� φ : R+ → R �� � ��������� ����������

��������� '������ ���� limt→∞
∫ t

0
φ(τ)dτ �
���� ��	 �� (����� ����

lim
t→∞φ(t) = 0.

����� ��� �)������� ��	 '�����# �$$*# ����� �&� ��� f : R+ → R �� ��� 	�+���������� ��������� ��
f(t) �����,�� �� -��� �� t → ∞ ��	 ��� 	������� �����(��

ḟ(t) = f0(t) + η(t) t ≥ 0,

����� f0 �� � ��������� ���������� �������� ��	 η(t) ���	� �� -��� �� t → ∞# ���� ḟ(t) ��	 f0(t) ���	
�� -��� �� t → ∞�

	
����� ��� ����� 	
����� ��� ��� ����� 	
����� � &. /����	�� ��� 	�������� ������

ẋ = f(t, x) x(t0) = x0 �0��&

���� f(t, 0) = 0, f : R+ × R
n → R ������� ����	�	# ���������� ��	 ������� ��������� ���������� ��

t� �� ����� �
��� j 	�+���������� ��������� Vi : R+ × R
n → R# ����	�	 �� t# ��	 ���������� ���������

Yi : R
n → R ��� i ∈ {1, 2, ..., j} ���� ����

� V1 �� ������� 	�(����#

� V̇i(t, x) ≤ Yi(x), ��� ��� i ∈ {1, 2, ..., j},
� Yi(x) = 0 ��� i ∈ {1, 2, ..., k − 1} ������� Yk(x) ≤ 0,

� Yi(x) = 0 ��� ��� i ∈ {1, 2, ..., j} ������� x = 0,

��� ��� ���,�� x = 0 �� �0��& �� ��������� ,������� �������������� ������ �120'&�
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���� �� ,��� ��� ������������ �� ���� ����� 4����� ��� ����� ����	������#
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⎡
⎣xe(s)
ye(s)
θe(s)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ cos θ(s) sin θ(s) 0
− sin θ(s) cos θ(s) 0

0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣x̄l(s)− x(s)
ȳl(s)− y(s)
θ̄l(s)− θ(s)

⎤
⎦ , �����

���	� 
�� �������� � t �� ���� ���

�� ��	 	��������
�� ��� �		�	 ������� �� �� ��	���� �� �	�
���� ��

ẋe = κye + v̄ cos θe − 1

ẏe = −κxe + v̄ sin θe

θ̇e = −κ+ v̄κ̄l.

�����

������	 ��
��� ����
��� ��
������ |θe(0)| < π/2� ����	�
��
�� 
�� ���
�� V = 1
2x

2
e + 1

2y
2
e −

1
c3

log(cos θe) ����� �� ����
��� ��!�
� ��	 c3 > 0 ���� ����
��� �� ����� 	����
� �

V ′ = xe(v̄ cos θe − 1) + ye(v̄ sin θe) +
1

c3
tan θe(−κ+ v̄κ̄l). ���"�

#��� 
�� ��
	����	

v̄ =
1− c1σ1(xe)

cos θe
���$�

κ = c3ye(1− c1σ1(xe)) + v̄κ̄l + c2σ2(θe) ���%�

��
� 0 < c1 < 1 �� 0 < c2 	����
� �

V ′ = −c1xeσ1(xe)− c2
c3

σ2(θe) tan θe ≤ 0. ���&�

���� ������� 
��
 xe, ye, �� − log(cos θe) �	� ������ ����� ������� 
��
 |θe| ≤ M < π/2 �� v̄ ��
������� '��� κl �� ������ �� ������
�� �� ���� 
��
 κ̄l �� ������ �� ���� κ �� ������ ��	��
���%�� �� �� � 	����
 x′

e, y
′
e, �� θe �	� ����	��� ��
����� ���
��� �� s� (	�� )���� ��* �������


� ���&� �� 
�� ���� 
��
 lims→∞ xe(s) = lims→∞ θe(s) = 0�

(	�� ����� �� 
�� ���� ��
��

lim
s→∞xl(α(s))− x(s) = 0

lim
s→∞yl(α(s))− y(s) = 0

lim
s→∞θl(α(s))− θ(s) = 0

���+�

(�	
��	��	� ���� 1− c1σ1(xe) ≥ 1− c1 > 0 �� |θe| ≤ M < π/2 �� ���� 
��
 v̄(s) ≥ 1− c1 > 0 ��

��	���	� sl = α(s) �� � �������	����� ���	� α(s) �� ��
���� �	��

dα(s)

ds
= v̄(s), α(0) = 0. ���,�

--
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� � ��� ω

��� �����	
� ��
����� �� ���� ��� ��	�	
�� ���	�
�� ��� ��� ����	�� 	
���� v �
� ω� �������� �	
��
��� �
�	���	
� ��
����� �� ���� ���� ��������	�
 �� 	
��� ��� ��� ����	
� ���	��� ��� ���	�� 	� ����
�� ����	�� ��� �����	
� ��
������ ��
�	��� �
�� ���� ��� �	
����	� ���� �� � �� 	� ��� ����� ���
���� 	� �!��
���  � ���	
� ��� v̇ = a� �����	
� 	


ẋ = v cos θ "#��$

ẏ = v sin θ "#�%$

θ̇ = ω "#��$

v̇ = a. "#�&$

��� ���	�	�
� ����	�� ����� ��
  � ��'
�� �� ve = vr − v ���	
� �� ��� ����� ��
��	���

ẋe = ωye − vr(1− cos θe) + ve "#�($

ẏe = −ωxe + vr sin θe "#�)$

θ̇e = ωr − ω "#�*$

v̇e = ar − a. "#��$

��
�	��� 
�� ��
�	���� +����
�� ��
��	�
 V �
� 	�� ���	���	�� V ′

V =
1

2
x2
e +

1

2
y2e +

1

2c2
θ2e +

1

2c1
v2e "#�,$

V ′ =
1

c2
[−c2vrxe

1− cos θe
θe

+ c2vrye
sin θe
θe

+ ωr − ω]θe +
1

c1
[c1xe + ar − a]ve. "#��-$

"#���$

.�	
� ��� ��
�����

ω = ωr − c2vrxe
1− cos θe

θe
+ c2vrye

sin θe
θe

+ c3θe "#��%$

a = ar + c1xe + c4ve, "#���$

�
� ��
 '
� ����

V ′ = −c3
c2

θ2e −
c4
c1

v2e "#��&$

����� θe �
� ve �������� /���� .�	
� +���� 0�%�

v̇e = −c1xe − c4ve "#��($

θ̇e = c2vrxe
1− cos θe

θe
+ c2vrye

sin θe
θe

− c3θe "#��)$

= c2vrye "#��*$

�� ��
 ��
���� ���� xe �
� ye ��� ��
����� �� /����
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���� �����	�
 ����������� ��� ����� 	���� �� 	������	 	���� �
���������� ������������ �� ��� 	����
�������� ���� ������	� �� ��� 	���� �� ����� �� ������������� ����������� ��	 ����������� ����� ���
��� ������� ����������	� ���� ��� �� ��� �����	� ����� ���� ��� �����	�	  �������� 	���� ��� ����
���	�� �� �� ! ��"��� ��"���� ��	 	����� �������� ���� �� ��������� ���"�� �� ��"���� #����� ���� �����
	�� �� ����������� ���� �� ��� $�� ����� ����� �� ������� ����� 	���� �� ����� ��� ��������� �������
%������ ���������� �� �"�����	 �� ��� �	� �� ��� ����� �����	 "� ��� ������ ����� �������� � ����
"��	�	 ���� ��	 ��������� ���� ���� �������� �������� ������������� ������ ��� 	���� �� ����������	 ��
���������� �����	�� �������� �������� �� 	�������� ������� ��� 	����� ��� �������� �� �������� ���� ���
�������� �� ������� ����� �������� ���� ��	 ����� ��������� ��� ��������	 �� 	�������� ��� �����������
�� ��� 	�����

��� �����

%� �&������ �
�������� �� ��	����� ��� 	���� �� "���	 �� 	����� �� � ������� ���� ���� ��� x' �� y'�
���
(������� �'����� ��� ���	� �������� ����� ������ ��� � ��� ���� ����� ����� ��� �������� ���	 �� ����� ���
�
�������� �� 	��� ������� ����� ��� �����"������ ����� ��� ����� ��� ����������� ������ ��� �
��������
)� ����� �� 	�������	 ����� �� �����	�� ��� �����"�� ���������� ���� ��� ������ 	���� �� �
��������� �����
�� ���� ���� �'����� ���� ���������� 	���� ��� �
��������� �� ������� �� ������� *� ����� �� ��� �"��
�� ������ ��� ���� ������	� �� + ��	 �+ �����	� ��	 ��������� ���	� ��� ���� ������	� ,������������
����� )+ �����	� ���  �������� ���������� �� �������	 ����� ����� ��� �������� ����� �� ����������� �� ���
�
��������� ���� ���� �� ���������� ������ �� ��� �������� ��	 ������ "� ����� ������	 �� ��� "������ ����
����� ��� �������� ��� �"�� �� "����� ��������� 	���� ��� ������ �� �
���������� -������� ��� "��������
	� ���� � ��.�� ��/����� �� ��� 	����� ��������� �� ��� �'���� ��	 ��������� �����	 "� ����� ���� ���
��"�� ��� ����� ��� ������� �� ��� ����� �
���������� �������� �� �
�������� )� 0 ��	 *� �
��������
� �� ���� �
�����	 ���� ��� �'���� ��"��� ��"��� ��� 	���� ��� ���� �
�������� ��� �� ������ ������
��� ����� ����� ���� ��� 	����� ���� �
�������� )� 0 ��	 *� %���������� ���	������ ���� ��� �������
��	 �����	 � ����1������ ����� 	���� ����� ��� ���� "� ���� �� �
��������� ���� ��� ����� 2������ �
������� ���	�� ���� ������ ���� ������� � ����� ������� ���� ��� ����� ��������� "�� ������ 	����� �� ���
���� ����� ���� ����	 ����� ���� ��� ������� �������� ��� ����� �� ���� �������� ����� �� �������� �����
�� ������ 	����� ���� �� ��� ���� ������ �� ����� 3���	�� ��� ������ �� ��� �
��������� ���� ����
��������� �� ��� "� ������	�	 ���� ��� 	���� �� ��� ��������� "�� �� ������ ��� � ���� �����	 �� 4��00
�����	�� ��� �
��������� ������� ���� ���� ����� ��� � ��� �� ������������� �� ���� ���� ��������

���� 	����� ��� ������ "� �
������	 "� ��� ���� ���� ��� �'����� ��� �������� ���������	 ���� �  ��������
������������� ������� ����� ��	���� � ��������� ��	 ��������� 	����� �� �	������ �� ���� 	���� ��
������ �����	 "� ��� $�5�'���� �������������� ������ �
��������� ��� ��������	� �������� ��� ����
��������� ��	 ����� ������������ ��� �
���	�	� 6��� ��� ����� �� �����������	 �� ��� �'���� ��	 ���
"�������� �� ��� �'���� �� �����	�	 "� � ������� ����� �������� �� ��� ��	�� �������	 �� �� ������
	���� �� 4��00 �����	�� ���1���� ��� ���������� ���� ��� �������� �
���������� ��� ��/����� �� ����
��������� ��	 ����������� ���� ��� ������������ 4�4) ��	 4�4� ��� ��	 ��� ��������� "� �������	�
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