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���������
� ���	
���� � 	�� ��	� ������� 	 ���� '��	�
��	� �� 	�� �������
	�� ��	��&

�� ��������� ����� �����	�� ��
�� 	���# 
�� ���� 	 ��	������ 
 ��	�� �
� 	 ��	 	�� ��.������
�� ���������
� ���	
��� ������� 	 ����

����� �����	
���

�� 	�� ��	��
	���� ��.����	 
���
���� �� �	���� �	
����	# 
�� ����� �� �	� �
	��
� 
�� ����	�3
���
� �����	�� �� ������ 
� ������	� ���	���
���� ���	��
� 	�� ������� ��
	�� (� ��.����	
��	������ �	� �
	��
� 
�� ����	����
� �	���� �	
����	# �� ���������� $ ��.������ �� 	�
	 �	����
�	
����	# �
� �� 
������� 
 ��	����� �# 	����� 	�� ��	����� �
��� � 
 ����� �# 	
&��� �	 ��	
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�
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�
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�
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�
 �	
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 �	�� � ���	 ��� �
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�
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 �	
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��� �	
 ���	 ��������� ��������
� ����
� 	
�
� �	
 ������������ ������ � � ��
����
� �������

�	
 ������������ ��������
� �
���
� �� �	� �
���� � ��
� �� �	
 "#"" ��������
��

$%
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����� ��� ������� �� �
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���������� �
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����� ���
�

�������� �������� ����� �� � ����

� ����� ��� ����

� ������ ��� ��� �������� ��� ��
��� �� ��
������ ���� ��� ����

�� �
�������� �� ���� ������� �
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	 ��
 ��������� ���� ��� ����

� ������
��� ��� 	
��
���� ��� ������� ������� �� �
���
���� �� � ������� ����� ��� 	
��
��� �� �
���
���� ��
��� ������� ��� ��� �
���������� �
���
������
��
 ������� �
���
����� ��� ��������� �� ���� ���
�� ��� ��� ������� ����� 
� � ���� 	
��
����
��
���� ������� ��� ��
��� �� ������� ���
 � ��
����� ���� ��� � ������ ���� ��� � ���
��
����� ���� �� �
�������� �� �������� ��� ������� �
���
����� ��� ���� ������� �
���
���� ��
��
�
��� �� �!" � ����� ��� ��������� 
	 ��� 	
��
���#� ���� �� ��������� �� ��� ������� �
����
��� �
���
���� �� �����	
��� �
 ��� ��� �
��� �
 ������� ��� ������� �
���
���� �� �����$
��
�� % ���
�� ������� �
���
���� �� ��
�
��� �� �!! � ����� ��� ��������� 
	 ��� 	
��
���#� ����
�� ��������� �� ��� ��� �
����
&
� ��� ������ ����� � �
���������� �
���
���� �� ������� ����� 
� ��� '%'' �
���
���� ��
�"( � %������� ��� �
���
����� ��� 	
��
��� ������ ���� � ������� ������������ �������� ������ ���
������� ��������
&
� ��� ������� ��� �
���������� �
���
����� � �������� 
��� 
	 � 
���� ��� ���� ���� �����
����� ��� 	�
�� ����� ��������� ��
�� �� &����� "�)� �� �
��������*

ẋ = v(t) cos θ(t)

ẏ = v(t) sin θ(t)

θ̇ =
v(t)

L
tan δ(t).

+"�),

x

y
θ

δ

L

v

&����� "�)* ��� 
������� 
	 ��� 
���� ����

��� 	
����� ���
���� 
	 ��� ���� ������ v(t) ��� ��� ����� ������� ��� 	�
�� ������ ��� ���
��� δ(t) ��� �
�������� �� ������� ��� (x(t), y(t)) �
����
� 
	 ��� 
���� ��� �� ��� ������ 
	
��� ���� ����� θ(t) �� ��� 
��������
� 
	 ��� �
�� 
	 ��� ��� ��� ��� ������ 
	 ��� ��� L > 0 ��
�
������� �� �� ������ ���� �
 ���� ������� ������� ��� �������#� ����� ��� ��� �
��� %� �

))



������ �� �	
� ������
��� �	� ��
�
�� (x(t), y(t)) ���� ��� 	��� ��� ������� �����
�� ���������
�	� ��������� 
� ������ ��

κ(t) =
1

L
tan δ(t). �����

�	� ����
���� �� �	
� �	���� 
� �����
��� �� �������� �� ����
�� ��� ��� ����
�� ���� ��� �������
����������� ��� ���
��� �� ����� �	� ��	 ������
�� �� ���� �� ����
�� ���� �	� ����
���
���
���������� 
� �������� �� ��
���
� � ���
��� 
������	
��� �
������� �� ����
�� ��!� �� � ������

� ���
��� �� � ��
� 
�������
�� �� �	� ��	
���"� �����
�� ��� ��
�����
��  ���� �� ��
�
��
������������� �	
� �	���� ��������� �
�	 � ������� �� �	� ��������

��� ������	 
�����		�� �

# ������� ���������� 
� ���
���� ���	 �	�� �	� �������� ��������� �� �	� ��	 �� �	� ������� �	�
���������� 
� ���
��� 
� �	� ���
�� ����
� ���	 �	�� �	� ������� ���������� 
� ��� �$�����  � �	�
�����
�� �� �	� ��	
���� �	� ���%������ �� �	� ������ 
� ��������
���  � �	� �������� �
������
�� �	� ������ sl� &��� � ��	 
� ������� �	�� 
� �
��'
��������� ��� ���� ������ �� sl ���

� �����
 �� 
� �	� ���
�� ����
�� �� 
� ������� �	�� �	� ��
�
�� �����
����� xl ��� yl� �	�
��
�����
�� θl� �	� �����
�� vl ��� �	� ��������� �� �	� ��	 �� �	� ������ κl ��� ��������
��������� #��� �	� �������� 
� �����
 �� 
� �	� ���
�� ����
�  � �	� �������� �
������ �� �	�
�������� sf (t) ��� ��� ��������� �� �	� �������� ��� �������� ��������� �� ���������  ��	
��	
���� �� �	� ���
�� ����
�� �����

xl(t) = x̄l(sl(t))

yl(t) = ȳl(sl(t))

θl(t) = θ̄l(sl(t))

κl(t) = κ̄l(sl(t))

xf (t) = x̄f (sf (t))

yf (t) = ȳf (sf (t))

θf (t) = θ̄f (sf (t))

κf (t) = κ̄f (sf (t)).

�����

�� ���
�� �	� ������� ����������� � ��������� ��	
��� 
� 
��������� �	
�	 ��
��� ����� �	� ��	 ��
�	� ������� �	
� ��������� ��	
��� 
� 
��������� �� ������� �	� ������ ���� �	� �������� ��� �	�
������� ����������� ���	 �	�� �	� ���
��� �� �	� ������ ���� ��� �$��� �	� ��������� ��������
��
� ��������� ��	
��� ���
��� �� ���
�
���� ������ �� ������� ��� �	� ���
���
�� �� �	� �����������
������ 
�� (�����
�� �����
��(� 
��� �	� �
��������� �� �	� ��������� ��	
��� �	�� �	� ��������
�
������ �
�	 �� ��
� �
������� �	� �������� �
������ sr �� �	� ��������� ��	
��� �� � �����
��
�� �	� �������� �
������ sf 
� ������ ��

ṽr(sf ) =
dsr
dsf

, ���!�


� ������� �	��

sr(sf ) =

∫ sf

0

ṽr(σ)dσ. ���)�

�	� (�����
��( �� �	� ��������� ��	
��� 
� �	� ���
�� ����
� ���  � 
��������� �� �	� �
������
�������  � �	
� ��������� ��	
��� �� ��
� �
������ �������  � �	�  � �	� �������� ��	
���� *�

�������
�� � ���
� �� ��������� ����� �� ���
�
���� ������ �� ������� ��� �	� ���������� 
�

���������� �	��� �	�  ������ �
��  ����� ����� 
� �	� ��+� ����
���� #� ���� ���� �����
�����
�� �	� ��������� ��	
��� �����
�� �� sf ��� ������ ��

x̃r(sf ) = x̄r(sr(sf ))

ỹr(sf ) = ȳr(sr(sf ))

θ̃r(sf ) = θ̄r(sr(sf ))

κ̃r(sf ) = κ̄r(sr(sf )).

���,�

��



��� ������	��
 �� 	�� �������� �� �������� ������� ��� ����� �


vf (t) =
dsf (t)

dt
vr(t) =

dsr(t)

dt
. �����

���
	�	�	�� 	��
� ������	��
 �	� ����� ��
��	
 �� �
�� �����

d

dt

dt

dsf
x̄f (sf ) = cos θ̄f (sf )

d

dt

dt

dsf
ȳf (sf ) = sin θ̄f (sf )

d

dt

dt

dsf
θ̄f (sf ) = κ̄f (sf )

d

dt

dt

dsr
x̄r(sr) = cos θ̄r(sr)

d

dt

dt

dsr
ȳr(sr) = sin θ̄r(sr)

d

dt

dt

dsr
θ̄r(sr) = κ̄l(sr).

�����

�
�� ����� �� ��� �� 	�� !���"�	���#�� $��"�	�� "����
 �� 	�� �������� �� �������� �������

��� �� ���� �%

d

dsf
x̄f (sf ) = cos θ̄f (sf )

d

dsf
ȳf (sf ) = sin θ̄f (sf )

d

dsf
θ̄f (sf ) = κ̄f (sf )

d

dsf
x̃r(sf ) = ṽr(sf ) cos θ̃r(sf )

d

dsf
ỹr(sf ) = ṽr(sf ) sin θ̃r(sf )

d

dsf
θ̃r(sf ) = ṽr(sf )κ̃l(sf ).

���&�

��� !�	� �� 	�� ������ �
 ������	���#�� �% 	�� �����	��� κ̄l(sl) ����� �	 ��!��
 � 	�� 	�������
��
	��� �� 	�� ������� ��� �������� ������� ��
!����
 ���� 	�� 
�"� !�	� ��	� 	�� �����	���
κ̃l(sf )� ��	 ��!��
 � 	�� ��
!����"�	 �� 	�� �������� ��������

����� ������		
� �
���

'�� 	�� ��	���� ��	������� 	�� ����� ��	��� 	�� �������� �� 	�� �������� ������� ��� ����� �
	�� ���% ���"� �� 	�� �������� �
 
��� � '����� ��(�
��� ����� �������	�
 (x̄e(sf ), ȳe(sf ), θ̄e(sf )) ��� ����� �
⎡

⎣x̄e(sf )
ȳe(sf )
θ̄e(sf )

⎤
⎦ =

⎡
⎣ cos θ̄f (sf ) sin θ̄f (sf ) 0
− sin θ̄f (sf ) cos θ̄f (sf ) 0

0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣x̃r(sf )− x̄f (sf )
ỹr(sf )− ȳf (sf )

θ̃r(sf )− θ̄f (sf )

⎤
⎦ , ����)�

*�+���	��	�� ��	� ��
!��	 	� sf ��
��	
 � 	�� ,
!�	��� ����� �%�"��
, ���� �%

d

dsf
x̄e(sf ) = κ̄f (sf )ȳe(sf ) + ṽr(sf ) cos θ̄e(sf )− 1 �������

d

dsf
ȳe(sf ) = −κ̄f (sf )x̄e(sf ) + ṽr(sf ) sin θ̄e(sf ) �������

d

dsf
θ̄e(sf ) = ṽr(sf )κ̃l(sf )− κ̄f (sf ), �������

����� κ̄f �� ṽr ��� 	�� �!�	
� ��� ��	��� ��� ��� 	�� ,����	��� ������	%, �� 	�� ��������
������� �
 ����� � -(�. �


ṽr(x̄e(sf ), θ̄e(sf )) =
1− k1x̄e(sf )

cos θ̄e(sf )
, ����(�

����� |θ̄e(sf )| < π
2 � '��" ����(�� �	 ������
 	��	� ��� 	�� �������� �
 �������� 	� 	�� ��������

�������� ���� 	�� �����
 x̄e(sf ) �� θ̄e(sf ) ��� #���� 	�� �������� ������� "���
 ��	� � ,������	%,
ṽr �/��� 	� ��� ���� ���	���� 	� 	�� ��������� *�!���� � x̄e(sf ) �� θ̄e(sf )� 	�� ��������
������� "���
 ������� �� ���$�����

��



Following vehicle

Reference vehicle
Leading vehicle

x̄e(sf)

ȳe(sf)

−θ̄e(sf)

θ̄f(sf)

������ ��	
 � ������� �������� �� ��� �������� ��������� ��� �������� ������ �� ��� �������
������� ��� ����� ������� ��� �������� ��� ��������� ������ ���� ������ �� ��� ���� �����
�� ��� �������� �� ������

����������� �  !	�"# $������� ��� %������� ����� �������%  ����# �� ����� ���� ���� ��� ������
���

κ̄f (sf ) = ṽr(sf )κ̃l(sf ) + k2ȳe(sf ) (1− k1x̄e(sf ))
tan θ̄e(sf )

θ̄e(sf )
+ k3θ̄e,  ����#

����� k1 > 0� k2 > 0 ��� k3 > 0� &� ṽr(sf ) ��� κ̃l(sf ) ��� ������� ��� |θ̄e(sf )| < π
2 � ���� ���

������  ����#� ����# �� ������������� �������

��� ����� �� �����������  �# �� ����� �� ��������� ������
'����� ��� ������� ��������� �� ���������� �� ��� ������� ������� ��� ������ ���� ���� ���
������ �� ��� ������� �� ��� ��������� ���� �� � ����� ��������� ������ �� ������ ��� �����(
������ �� ��������� �� ����� ���� �� ���� ������ ��� ������� ��������� ���� ��� ����� k1� k2 ���
k3� ���� ����� ���� �� ��� ��)����� ���� ��� �������� ������ ���� ��*����� ��������� �����
���� �����

����� ����	
�	� �������� �����	

�� �+������� ��� ��� ������� ������� ��������� �� �������� �� ���� ������� ,�� σ(θ) �� � ������
���������� �������� ������� �� ]− π/2, π/2[ ���� �� ��������� ��*���������� ����������

• σ(0) = 0�

• lim
θ→π/2

σ(θ) = ∞

• lim
θ→−π/2

σ(θ) = −∞

• dσ
dθ (0) = 1�

,�� ρ(θ) �� � ��������� �������� ������� ���������� ρ(0) = 0 ��� ρ(θ)θ > 0 ��� θ �= 0� -���
���� σ(θ)ρ(θ) > 0 ��� ��� θ �= 0� ��� ������� σ ��� ρ ��� ����� �� σ(θ̄e(sf )) = tan θ̄e(sf ) ���
ρ(θ̄e(sf )) = θ̄e(sf )�

�.



����������� 	 
�	�� �������� ��� �������� ����� ��������� 
����� �� ������ ���� ���� ��� �������
���

κ̄f (sf ) = ṽr(sf )κ̃l(sf ) + k2ȳe(sf ) (1− k1x̄e(sf )) + k3θ̄e(sf ), 
�����

����� k1 > 0� k2 > 0 ��� k3 > 0� �� ṽr(sf ) ��� κ̃l(sf ) ���  �!���� ��� ‖θ̄e(sf )‖ < π
2 � ���� ���

������ 
������
����� �� "�� ���� �������������� ��� ���

#�� ����� �� ����������� 
	� �� "�$�� �� �! ������� %���	�

����� �������	
�
�	 �	 
��� ����	

#�� �������������� �� ��� ���������� �� ��� $������ �� � ���� ��& �� ��� ����$�� ������� �����������
'���!�� ��� ���������� ������� �� ��� ���$���� �������� �� ��� ��������" $������ ������ ���� �����
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*����� κ̄f (sf ) ��������" �� ��� ���$���� �������� sf �� ����������  � ���!�����" �� ��� �������
������� %��������� � ������ ���!������ �� ��������� �� ��� ���� ������� #�� ���$���� ��������
�� ��� ��������" $������ �� ���������� ��� ��� ������������" �!�$��!�� κf (t) �� ���������  ����
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ẋf (t) =
d

dsf (t)
x̄f (sf (t))

dsf (t)

dt

ẏf (t) =
d

dsf (t)
ȳf (sf (t))

dsf (t)

dt

θ̇f (t) =
d

dsf (t)
θ̄f (sf (t))

dsf (t)

dt

ẋr(t) =
d

dsf (t)
x̃r(sf (t))

dsf (t)

dt

ẏr(t) =
d

dsf (t)
ỹr(sf (t))

dsf (t)

dt

θ̇r(t) =
d

dsf (t)
θ̃r(sf (t))

dsf (t)

dt
.


���,�

-�$�� ��� ���� ���� d
dtsf (t) = vf (t) ��� �! ����!���" 
��.� ���� 
���,� ���!��� ��

ẋf (t) = vf (t) cos θ̄f (sf (t))

ẏf (t) = vf (t) sin θ̄f (sf (t))

θ̇f (t) = vf (t)κ̄f (sf (t))

ẋr(t) = vf (t)ṽr(sf (t)) cos θ̃r(sf (t))

ẏr(t) = vf (t)ṽr(sf (t)) sin θ̃r(sf (t))

θ̇r(t) = vf (t)ṽr(sf (t))κ̃l(sf (t)).


���+�

#���� ���  � ������� ���� 
���+� �� ��� ���� �� 
���� ����������" ���� vr(t) = vf (t)ṽr(sf (t))�
#�� ���!�� �� 
���+� ��� vf (t) ��� κ̃l(sf (t))� *�� ���� �� �� ���!��� ���� ��� $������� �� ���
������ vf �� �������� ��� ��� �� �� ������ $������� ����� �� ������� �� ������� ��� � ������� ���
��� ��� ��������� $������� �� ����!����� #�� $������� ṽr �� � ������ ���� 
���	��  !� x̄e(sf (t)) ���
θ̄e(sf (t)) ��� !�&����� #��������� ��� ���� ��������" ����� �� ������ ��

⎡
⎣x̄e(sf (t))
ȳe(sf (t))
θ̄e(sf (t))

⎤
⎦ =

⎡
⎣ cos θ̄f (sf (t)) sin θ̄f (sf (t)) 0
− sin θ̄f (sf (t)) cos θ̄f (sf (t)) 0

0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣x̃r(sf (t))− x̄f (sf (t))
ỹr(sf (t))− ȳf (sf (t))

θ̃r(sf (t))− θ̄f (sf (t)).

⎤
⎦ . 
���/�

#�� ����$�� ������� ���������� �� 
����� ������ �� ��� ���� ������ �� )����� "�$��  �

κ̄f (sf (t)) = ṽr(sf (t))κ̃l(sf (t)) + k2ȳe(sf (t)) [1− k1x̄e(sf (t))] + k3θ̄e(sf (t)). 
���0�

�,



��� ��� ����	�� 
���	����	 κ̄f (sf (t)) � 	�
���� �� ��� ���� ������� ��� ����	�� 
���	����	 
�� ��
����������� ��	�
��� ���� ��� ��������� ���
� ��������� ��� ����������� �� ��	��	���� ���
���������� �� ��� �
���� ��� ����	�� 
���	����	 ������ � 	�
���� �� ��� ���� ������� ��� ���
��� 
���	����	 ������ 
�� �� 	�
�� �� � �����	 �	�
���	��

����� ����	
��� ����	��

�� ��� �
���� ��� ��	���� ����	�� 
���	����	 � ������� �� ��� �������	 ���
� � ��
	���� ��
��� ��������
 ����� ������  �� �����	� ��� ��
	���� �� ������ �	��� ��� ��!�	��� �	�"�
��#
	��� � �	����� ���� ��� � 
�	
���  �� �����	 �	��� �� � 
�	
���	 �	�"�
��	� ���� ��� 	����
R = 2m ��� � 
������ ����
��� vl = 3m/s�  �� �������	 �	��� ���� � 
������ ����
���
vf = 2m/s�  �� ������� 
�������� �� ��� �����	 � [xl(0), yl(0), θl(0)] = [0, 1, 0] ��� �� ��� ���#
����	 � [xf (0), yf (0), θf (0)] = [0, 0, π/3]�  �� 	���	��
� ����
�� �� ��� ��� ������� 
�������� �
��� �����	�  �� 
���	����	 ���� �� ��� ����	�� 
���	����	 �	� 
���� � k1 = 1� k2 = 1 ��� k3 = 1�

�� $���	� ���� ��� 
���	�� ����� κ̄f �	� ���� ��	 � �	����� ���� ��� � 
�	
���	 ����� �� ��
� %��	��
��� 	�
�� ����	�� 
���	����	 ����&� ��� ������ �	� �����  � ����� ������ �� ��� ���������� �
��������� �� ������ ������ ��� � ��������� �� ��� ���� ������ �	� ��	��	��� � �'�������
����	�� ( 
�� �� ���� �� ��!�	��
� � ����������� ������� ��� ��� 
���	�� ����� ��	 ���
��� ��!�	��� �	�"�
��	��� $�	 ���� 	����� ��� 	�
�� ����	�� 
���	����	 �� ����&� � ��� �� ���
	�������� �� ��� 	���	��

0 5 10 15
t [s]

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

κ
f

��� ����

0 5 10 15
t [s]

-1

-0.5

0

0.5

1

κ
f

��� 	�
���

$���	� ���)  �� 
����	��� �� ��� 
���	�� ����� ����	����� �� ��� 	�
�� 
���	����	 κ̄f (sf (t))
��	����� ��� ��� 
���	�� ����� ����	����� �� ��	��	���� ��� ��!�	��� ��������� �������

$�	 ��� ��'� ���������� ��� ��������� ����
�� �	��� ���� ��� ��!�	��� ����
����� ���� vf = 2m/s
��� vf = 10m/s� �� $���	� ��� ��� ���� �� ��� �������	 ��� �����	 �	� ���� ��	 � �	�����
���� ��� � 
�	
���	 ���� ���� ��� 
�		�������� ����	�� �		�	� $�	 ���� �	�"�
��	��� ��� �������	

����	�� �� ��� ���� �� ��� �����	 ��� ��� ����	�� �		�	 ������� ��� �������	 ��� ��� 	���	��
�
����
�� 
����	�� �� *�	��  �� ���� �� ��� �������	 � ������
�� ��	 ���� ����
���� � ��
���
����	�� ���
� � �� ��������� �� ��� ����	�� 
���	����	 ����&��

( �'������� �� ��� �	����� ���
����� ��� 	���	��
� ����
�� �� �� ���������� ���	�� �� �	��#
����  � ���������� ��� ����%� �� ��� ���������� ���	�� �� �	������ ��������� �	� ��	��	���
���	� ��� ��������� ����
�� � ���
�� ��	 �	�� ��� �����	+ �����  �� ��� ��!�	��� ���� �	�

�����	���  �� ������� 
�������� �� ��� �������	 � [xf (0), yf (0), θf (0)] = [−20, 0, π/3] ��� ���
�����	 ������� 
�������� �	� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [0, 1, 0]� ,��� ��� �����	 ��� ��� �������	
�	��� ���� ��� ����
��� vf = 10m/s�  �� 	���	��
� ����
�� �� ��� ��� ������� 
�������� �
��� �����	�  �� 
���	����	 ���� �	� k1 = 1� k2 = 1 ��� k3 = 1�

�-



0 20 40 60 80 100 120
x [m]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
y
[m

] Leader

Follower vf = 2m/s

Follower vf = 10m/s

��� �������	
 ��	�

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

x
e
[m

]

vf = 2m/s

vf = 10m/s

0 2 4 6 8 10
-1

0

1

y
e
[m

]

0 2 4 6 8 10
t [s]

-2

0

2

θ
e
[r
a
d
]

�� ������� �����
 ��	�

-2 -1 0 1 2
x [m]

0

1

2

3

4

5

6

y
[m

] Leader

Follower vf = 2m/s

Follower vf = 10m/s

��� �������	
 �����

0 2 4 6 8 10
-1

0

1

x
e
[m

]

vf = 2m/s

vf = 10m/s

0 2 4 6 8 10
-1

0

1

y
e
[m

]

0 2 4 6 8 10
t [s]

-2

0

2

θ
e
[r
a
d
]

��� ������ �����
 �����

������ ��	
 �� ��� �� ���� ��� �������� �� ��� ������ ��� �������� ��� ��� ��� �������� ������
�� ��� �� ���� ��� ������� ����� ������� ��� �������� ��� ��� ��������� ��������

������ ��� �������� ��� ������� �� ��� ����������� ���� ����� ������� ������� ������� ����� ��
��� ������ �� ��� ��������� ������� ����� �� ����� ��� ������ ��� ��������� ������� �� ��
� ������ ������ �� ��������� ������� ��� ������!� ����� ������ ��" ����� ��� �������# �� ���
��������� �������� $� ��� �� ����� ��� �������# �� ����� ��� �������� �� ��� ���������� �������
��� ��������� ������� ��� ���# ����� ����� ��� ������!� ����� ���� ����� ��� ����� ��� ���������
������� ����� ��� ����� �� ������ ��� ������� ����� xe� %��� ��� ������ ye ��� θe ������� �����#
������� &����
����� �� ��� ����������� ��������� ���� ������� ���������� '� ����� ��� �� ��������� ���� ���
��������� �� ���� ���������� �� ���� ��� ���� ������� ��� ��������� ������� ���� ��� ������ ����
������� ���� �������� ����������� $ ������������ �� ���� ���������� �� ���� ���� ����� ������� �������
������ ��� �������� ��� ��������� ������� ���� ��� �������� ������� ��� ���� �� � ��������� ��#�
���� ����� �� � ��� ���# ������� ��� ���� �� ��� ������� $ ������ ������� ���������� �� �������� ��
��� ��(� ������� �� ������� ���� ��� ��������� ������� �� �� � ������ ���� �� ��������� �������
��� ������!� �����

')



0 50 100 150
x [m]

0

2

4

6

8

10

12

14
y
[m

]
Leader
Follower

��� �������	
 ��	�

0 10 20 30 40 50
0

10

20

x
e
[m

]

0 10 20 30 40 50
-20

0

20

y
e
[m

]

0 10 20 30 40 50
t [s]

-2

0

2

θ
e
[r
a
d
]

�� ������� �����
 ��	�

-20 -10 0 10 20
x [m]

-15

-10

-5

0

5

10

15

y
[m

]

Leader
Follower

��� �������	
 ������

0 10 20 30 40 50
0

10

20

x
e
[m

]

0 10 20 30 40 50
-20

0

20

y
e
[m

]

0 10 20 30 40 50
t [s]

-2

0

2

θ
e
[r
a
d
]

��� ������� �����
 ������

������ ��	
 ��� ��������� ����� ��� � ����� ������� ������� ����� ��� � ������� ���� ��� ��������
����� ��� ��� ��� ��� ��� ������� �� ��� ������ ��� �������� ��� ��� ��� �������� ����� ���
��� ��� ��� ��� ������� ����� ������� ��� �������� ��� ��� ��������� ��������

0 10 20 30 40 50
t [s]

-40

-30

-20

-10

0

10

20

v
r
(t
)

��� ��	�

0 10 20 30 40 50
t [s]

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

v
r
(t
)

×1016

�� ������

������ ���
 ��� �������� �� ��� ��������� ������� ��� � ������� ���� ��� �������� �����

 !



��� ������	 
�����		�� �

� ������ �	
��	� ���
������ �� �������� ���	��� 
�� ���
 �	
��	� ���
������ �	� 
�� ����
	
���

�	
 ��� �	�� ���
�	� �	
��	� ������ 
�� �������� ������� �	��� 	 ��
��� ������ �
 ���������
��� �	
��	� ���
������ ������� �� 
��� ���
��� �	� 
�� �	�� ���������� ����	��� ��
� �	
��	�
���
������ �� ����
��� 
�� ��������
	
��� �� 
�� ��� ���
������ �� �	���� 
�	� ������� ��� �	
��	�
���
������ �� ������� �� 
�� 
��� ���	��� �� ��
������� 
�� ����� ���	���� �������� �� 
����
��������� ���� ���
���
���� 	�� ���� 
� 
�� ��
��� �� 
�� ��������� ������� 
� ������ 
�	
 
��
�������� ������� ����� 
� �	�
�� 
� 
�� �	
� �� 
�� ��	��� ����	��� ��
� �	
��	� ���
������ ��
 ���
��	� 	� ��� ���
������ �� 	 ��	��� 	�� �������� ������� 	�� ����������� ��� 
�	!��
��� ��

�� ��	��� �� �	�	��
��"�� �� 
�� 
�	����� ���
	��� �� 
�� ��	��� 	�� 
�� ��	��� �	� �� ���������
�� 
�� ��	
�	� ���	��� ��� �������� ������� �� ����
����� 	
 	� 	���
�	�� ���
�	� ����
��� 	��
�����
	
���� ���� 	 ��������� ������� �� ��
������� ����� ����� 	��� 
�� ��	���#� �	
�� ���
������
� �� 
�� ��������� ��	�� �	� �� ������ 	� 	� �$
�	 ����
 
� 	������ �	�
�� ���������� ��

�� �������� 
� 
�� ������� �	
�� ��� ��!��
��� �� 
�� �	
��	� ���
������ ���	��� 
�� �	�� 	�� ��

� �
��� 
�� �������� 
��	��� 
�� ��	���#� �	
�� �� �� ��� 
�� ����� ��
���� 
�� �������� 	�� 
��
��������� ��	�� �� ������ �� 
�� ���� �$�� ��	�� �� 
�� ��������� ������� 	� ����� �� ����� %�&�

ye(t) xe(t)

θe(t)

θf(t)

θr(t)

Following vehicle

Reference vehicle

Leading vehicle

����� %�&' � �����	
�� �������� �� 
�� �������� 	�� ��	��� ������� 	�� 
�� ��������� ��	���
��� ����� ��� 
�� �	
��	� ���
������ �� ������ �� 
�� ��������� ��	���

���� ���������� �	� �� ��
�� ����	��� ��
� (��
������ �� ����
� 
�� �	
��	� ����� �� ��� ������
�� 
�� ���� ��	�� �� 
�� ��������� �������� ����� ��� (��
������ � 
�� ����� �	� ������ �� 
��
���� ��	�� �� 
�� ��������� ������� 
�� �	
��	� ����� ��� ������� �� 
���� ����� 
�� �����
�� (��
������ � ������� �� 
�� 
�	����� ���
	��� �� 
�� ��������� ��� ����
��� ����� ����� ��
����� %�& �� ������ 	�⎡

⎣xe(t)
ye(t)
θe(t)

⎤
⎦ =

⎡
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− sin θr(t) cos θr(t) 0

0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣xf (t)− xr(t)
yf (t)− yr(t)
θf (t)− θr(t)

⎤
⎦ . )%��*+

��� ����� ���	���� 	�� ������� �� ���
��� ,�- 	�� 	�� ���� ��

ẋe(t) = ṡr(t)κl(t)ye(t) + vf (t) cos θe(t)− ṡr(t) )%�-.	+

ẏe(t) = −ṡr(t)κl(t)xe(t) + vf (t) sin θe(t) )%�-.�+

θ̇e(t) = vf (t)κf (t)− ṡr(t)κl(t), )%�-.�+

����� vf � κf 	�� ṡr 	�� 
�� ����
�� ���
�������� ṡr �� 
�� ������
� �� 
�� ��������� 	��� 
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ṡr(vf , xe) = vf [1 + σ(xe)] . ������

��	�
 σ(xe(t)) ��  ���	���� ����� �	������ ��� 	���	���� �	�� �	�� ������ ����	��� ���
���	���� �������� ������� xe(t)σ(xe(t)) > 0 ��	 xe(t) �= 0 �� σ(xe(t)) ≥ −1
 �� �� ������
�

σ(xe) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1 ��	 xe ≥ 1/a

axe ��	 − 1/a ≤ xe ≤ 1/a

−1 ��	 xe ≤ −1/a,

������

���	� a > 0 ��  ������� �� ����	���� ��	 ����� ���� �� xe(t) σ(xe) ���	����  ��� xe(t) ��
�����	��� �� !�	�
 ��� �������" �� ��� 	���	���� �	�� �� ��� ��� � ��� �������" �� ��� �������	
��� �� ����� ���� �� ��#�	��� ��	��������

��� ������ ���	� ����	����	 �� ��	���� ���� ���� ��  $"����� ���������

%	��������� � �&��'� (������	 ��� �		�	 �"����� ����)� �� ������ ���� ���� ��� ����	�� ��

κf (xe, ye, θe) = [1 + σ (xe)]κl − k4
cos θe − 1

θe
xe − k4

sin θe
θe

ye − k5θe, ������

���	� a > 0
 k2 > 0
 k4 > 0 �� vf (t) ≥ ε > 0� *� κl(sf ) �� �������
 ���� ��� �"����
����)�
������ �� ������" �"���������" ����� �+,-��

��� �	��� �� %	��������� � �� ����� �� ������� ,���

����� ����	
��� ����	��

-��������� 	� ��	��	��� ��	 ��� ������ ���	� ����	����	� ��� ������ ��������� �� ��� ����	
�� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [0, 1, 0] �� �� ��� �������	 �� [xf (0), yf (0), θf (0)] = [0, 0, π/3]� ��� 	��.
�	���� ������� �� ��� ��� ������ ��������� � ��� ����	� ��� ����	����	 ���� 	� ������ �
a = 1
 k4 = 1 �� k5 = 1�

*� /���	� ��0 ��� �	1����	��� �� ��� ����	 �� �������	 ���� ��� ��		��������� ���	� �		�	
������� ��� �������	 �� 	���	���� 	� ������ ,��� ��	�
 ��� �������" �� ��� ����	 �� vf (t) =
2m/s �� vf (t) = 10m/s� /�	 ���� �	1����	��� ��� �������	 �����	��� �� ��� ����	2� �	1����	"
�� ��� ���	� �		�	� �����	�� �� !�	�� /�	���	��	�
 ��� ��� �� ��� �������	 �� �������� ����
�� �	���� ���� ��� ��� ��#�	��� ����������� ���� 	����� �� �������� ����	�� ���� ��� �	�� ���	�
����	����	�

�� ���������� �� ��� 	���	������� �� ��� �������" �� ��� 	���	���� ������� 	������ ��� ��� �������	
���� ��� ���  �����	
 ���������� 	� ��	��	��� ���	� ��� ��������� ������� �� ����� �	 �	��
��� ����	2� ���� ��� ��� ��#�	��� ���� 	� �������	��� ��� ������ ��������� �� ��� �������	
�� [xf (0), yf (0), θf (0)] = [−20, 0, π/3] �� ��� ����	� ������ ���������� 	� [xl(0), yl(0), θl(0)] =
[0, 1, 0]� 3��� ��� ����	 �� ��� �������	 �	���� ���� ��� �������" vf = 10m/s� ��� 	���	����
������� �� ��� ��� ������ ���������� � ��� ����	� ��� ����	����	 ���� 	� a = 1
 k4 = 1 ��
k5 = 1�

/���	� ��4 �	������ ��� 	������ �� ��� ���������� ���� �	�� ������ ���	� �		�	�� 3��� �� ���
������ �� ��� ��������� ������� ����� �� 5�6�� �� 5�6���
 ��� ��������� ������� ����� ��	����"
���	�� ��� ����	2� ���� *� 5�6��� �� 5�6��� ��� ���	� �		�	� 	� ������ ,� �� �� ����
 ���
���	� �		�	� xe �� ye �����" �����	�� ���	�� !�	�� ��� �		�	 θe �����	��� ��� �� !�	�
 ����
��� ��� ��������� ������� ����� �� ��� ��	������ ���	�� ��� ������ �������� /���	� ��7 �����
��� �������" �� ��� 	���	���� �������� ,� �� �� ����
 ��� �������" �� !�	� ���� ��� ��� ���	�
�		�	� 	� �	���  ��� ��� ���	� �		�	 �� ����� !�	�
 ��� �������" 	����" ���	���� ���� ���
��� �������" �� ��� 	���	���� ������� �� ��� ��� � ��� �������" �� ��� �������	�
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��������� ��� ��� ����������� ��� ������� ����� ��� ��!� ��������� ����� � ����!����"�� ���� ��
��� ������ �� ����������� # ��������� ������� ��� ��� ����������� �� ��� ��$������ �� ��� �������
����� %����!���% ������� ��� �������� ��� ��� ��������� �������� ��� ��� $��� ���������� ���
%������� ����� ����!���% ��� ��$��� �� ��� ������� ��!���� ��������� �� � ������� ���������� ��
��� ������� ��!���� ��� ��� ������ ����������� ��� %������� ����� ����!���% ��� ��$��� �� ���
��!� ��!���� ��������� �� � ������� ���������� �� ��� ��!� ��!���� # ����� ��������� ������� ���
��� ���������� �� ������������� ��� ��!�������� ���� ����� ������� ������� ������� ��� ����������� ��
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������ ���� ����� ��� ��������� ������� ���� ��� $��� ������� ���������� !�&�� � ������ ������ ��
���������� ������� ����� ���������� ������� ��� ������� ����������� ��� ������� ��� ����� �������
����� ����!���� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ��� ���� �� ��� ��������� �������� ��� �������
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��� ������	
���� ���������

����� � ��	
����	�� ��	������� �� ����� ����� �� ���������� ��� ���� ������� ��	��������� ���
��	������� �� ���� �	 ��� ���� ��	������� �	 ����� ��� ��	���� ��������� �� ��� ��	
����	��
��	������� �� �� ��
����� ��� ������� �� ��� �������� �	 ���� �� !�	�!�"� ��� �����	
 ����� e ����
����

lim
t→∞ e(t) = 0. #��$%&

��� ��	
����	�� ��	������� �� ����� ���	
 �	���'������ ��	����"����	� ����� ��� �����	
 �����
e �� ��� ������� � ��	���� ������( �� ����!�	� �	 ���� �� ��	����"� ��� �����  	�!��� ��
��� �����	
 ������ ��� ����� ����� ���� ��	������� �� ���
	� ��� ��� ��������	 �	 �����
��� ������� �	 ��� ���������� ���� ���	
 ��� ��!� ��������� � ���� � )* ������!� ���� �� 	��
��� ���� ��� ��� ������! ������� �	 ���� ������� ������� ��� �������� � 	�� 	��������� ����
���	
 ��� ��!� ��������� � �� ��	
 �� ��� ������� ����� ��� 	�� ��	���
� �� "���� ��� �����
�	 �������� ���� ���	
 ��� �+���	� ������ ,�� ���� $* ������!� � ��	
����	�� ��	������� ��
���
	� �	 ���� ������	� -� �� 	�� ������ �������� �� �!���!�	� ��� ���� ��	�������� �������
��� ����� �	 �������� ��� 	�� ����	
 �	 ��� ��!� ����� -���� � ��� ����� �� �������� �	
��� ���� �� ��� �������� �	 ��� �������	��� �	���������� ����	�� �� ����!�	�� .������ ���
������ ���� �� ��� ����� �� 	�� (	��	� ���� �� 	�� ��������� -	 ���� �� ���� ��� )* ������!
���� ��	�������� �� �� ����!� ���� ��� ����� ����� �	 ���	� �� ��� �������� ���� �	 ����!���
�������	��� ����	��� ,�� ��� ��	
����	�� ��	������� �	� ��� �	���������� ����	�� �� 	��� �	
��� ����!����	 ���� ���� �������� ���� ���	
 ��� ��!� ���� �� �	��
� �� ���� ��� ���� ����
��	�������� -	 ���� �� ����!��� ��� �������	��� �	���������� ����	��� ��� ��	
����	�� ����� ��
�/	� �	 ���� �� ����!�	� ���� ����	�� �	 ��	
����	�� �������	� ��� ����� �	 ��	
����	��
�������	 ���� ������� �� ��� �� /�� ���!� �� ��� ��������� �� �/	� ��⎡

⎣xe,long(t)
ye,long(t)
θe,long(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ cos θf (t) sin θf (t) 0
− sin θf (t) cos θf (t) 0

0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣xl(t)− xf (t)
yl(t)− yf (t)
θl(t)− θf (t)

⎤
⎦ #��$0&

�	 ����	 �	 ,�
��� ��))� ���� �� �� ����!� ���� ��� �������	��� �	���������� ����	�� ������	
��� �������� �� �1��� �� xe,long�
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Leading vehicle

xe;long(t)
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θf(t)

θl(t)
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��� ������� ��	��
������ ���	��� ��	���� 	�� ����� �� 	�� �������� �������� 	�  ����	�	
	��� �� ������ ������ �� ������ �

dr = r + hvf (t), ������

����� r �� 	�� �	���	��� ������ ���	��� �� h �� 	�� 	��� ��� ��� ������ ����� �� ��
�� ��

e = d− dr

= (ql − qf − L)− (r + hvf )

= (xe,long − L)− (r + hvf ) .

������

����� d �� 	�� ��	��
������ ���	��� ���� 	�� ����	 ������ �� 	�� �������� 	� 	�� ��� ������
�� 	�� ������ ql �� qf 	�� ���
������ ����	��� ���� �������� � �	� �� 	�� ��� ������ �� 	��
����� �� 	�� ��������� ������	�
���� !����� ��"� ����� � �
��
��� �� 	�� ������ ��������
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$�  ���� ��� 	�� ���	������ ������ �� 	�� �����	����� ���	������� 	�� ��������� 
������ ����� ��
���	�� ������ �� %��&

⎡
⎣ ḋ(t)
v̇f (t)
ȧf (t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣vfκf [cos θf (xl − xf ) + sin θf (yl − yf )]− vf + vl cos (θl − θf )

af
− 1

τ af + 1
τ uf

⎤
⎦ , ����'�

����� af (t) �� 	�� ������	��� �� 	�� ��������� 
������� uf (t) 	�� ������� ������	��� �� 	��

�������� �� τ  	��� ����	�	 ��������	��� ���
����� �������� ��� �		� ḋ �� ��	������� ��
	(��� 	�� ����
	�
� �� 	�� ��	��
������ ���	��� d ������ �� ������ �� ����	�	�	��� ����)�� ���
�����	����� ���	������ �� ����
�� ���� �� 	�� ����� ������� �� 	�� ������ ������ ��� �		��
�� 	�� ����� ������� �� 	�� ������ ����� e �� ������ �

⎡
⎣e1e2
e3

⎤
⎦ =

⎡
⎣eė
ë

⎤
⎦ . ����*�

+� ��,����	�	���� 	�� ��	 �		� �� 	�� ����� ������� �� ��	�������� ��	� 	�� 	��� ������	 t
���		�� ��� �������	�#

ė3 = x
(3)
e,long −

h

τ2
af +

h

τ2
uf − 1

τ
ξ +

1

τ
uf , ����-�

��	�

�.



x
(3)
e,long =

(−3κ2
fvfaf − 3κf κ̇fv

2
f

)
xe,long +

(
−κ3

fv
3
f + 2κ̇faf +

1

τ
[uf − af ]κf + vf κ̈f

)
ye,long

+
(−v2l κ̇l + 3κfvlaf + 3vfvlκ̇f + 3κfvfal − 3κlvlal

)
sin θe,long

+

(
−3κ2

fv
2
fvl − 3κfκlvfv

2
l + κ2

l v
3
l +

1

τ
[ul − al]

)
cos θe,long + κ2

fv
3
f +

1

τ
(af − uf ) .

������

��� 	
�� ξ 	
 ė3 	� �� 	
�� ��� �	
���	�	
� �� ����� ��
��	�� ��	
� �������� �	
���	��	�
 �
�
	� ���
�� ��

ξ := hu̇f + uf . ������

��� 	
������� �	
���	��	�
 �� ����	!� ������ �� �� ����� ��
��	�� 	� �����	
�� "	� ��
���� e(t) �
� �� 	
�� ξ(t)� �	�� �� ����� ��
��	�� 	� ��"�	�
 ��

ẋ = f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , ul, uf , ul) + g(τ)ξ, ������

"	� �� ���� x = [e1, e2, e3]
T �
�

f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , ul, uf , ul) =

⎡
⎣ e2

e3
ζ(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , ul, uf , ul)

⎤
⎦ , ����#�

g(τ) =

⎡
⎣ 0

0
− 1

τ

⎤
⎦ . ����$�

��� ��� ζ(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) 	� �	!�
 	
 %���
�	& '�#� (�	
� ����#� �
�
����$� �� ����	!� ������ �� �� ����� ��
��	�� 	� �����	
�� "���� �� ���� 	� h(x) = e1(t)�
��� )	� ���	!�	!�� ��� ���	!�� 	
 %���
�	& ��� �
� �	!�
 ��

Lgh(x) = 0

LgLfh(x) = 0

LgL
2
fh(x) = −1

τ
.

����*�

%� � ����� �� �� �� ����	!� ������ �� �� ����� ��
��	�� �� �� ����	
� ����� 	� ����� '������
�� ����	!� ������ 	� �+��� � �� 
����� �� ���� �� ����� ��
��	�� ��
 �� �	
���	��� ��	
�
	
�� ���� �	
���	��	�
� ��� ��� �������� ��" ��� �� 	
�� ξ(t) 	�

ξ(t) =
1

LgL2
fh(x)

(−L3
fh(x) + ν

)
, ����,�

"���� ν 	� �� 
�" 	
�� �� �� �	
���	��� ����� ��
��	��� ��� )	� ���	!�	!� LgL
2
fh(x) = − 1

τ

�
� �� )	� ���	!�	!� L3
fh(x) 	� �	!�
 ��

L3
fh(x) =

∂

∂x

(
∂L2

fh(x)

∂x

)
f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , ul, uf , ul) = ζ, ����-�

"���� ζ 	� ���"
 	
 %���
�	& '�#� .!�
����� �� ��� �������� ��" 	�

ξ(t) = τ [ζ − ν] . ����/�

��� 	
�� ν 	� �����
 ���� �� �� �	
���	��� ����� ��
��	�� 	� ���	�	���� ��� �	
���	��� �����
��
��	�� ��� �	!�
 ��

�$



⎡
⎣ė1ė2
ė3

⎤
⎦ =

⎡
⎣0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎤
⎦

︸ ︷︷ ︸
Along

⎡
⎣e1e2
e3

⎤
⎦+

⎡
⎣00
1

⎤
⎦

︸︷︷︸
Blong

ν. ������

��	
 �
�� ν �� ����	
 �� ν = −Klonge ���� Klong := [kp, kd, kdd]� ��	 ����	� ���� ����	� ��
���	
 �� ⎡

⎣ė1ė2
ė3

⎤
⎦ = (Along −BlongKlong)

⎡
⎣e1e2
e3

⎤
⎦ , ������

��	�	 ��	 	��	
���	� �� Along − BlongKlong ��	 �	�� �
� 
	�����	 �� ����	�	 � �������� 	��� 

	
������ �����	 �!"#� ����	�� ���� ��	 $��� %����& ��������� ����	���� ��	 	��	
���	� ��
������ ��	 ������ 
	�����	 ��	
 kp, kd, kdd > 0 �
� kdkdd − kp > 0�

����� �����	
���

'�� ��	 ��
�����
�� ��
�����	� �� �	���	�� ��	 ��
�����	� �� �����	� �� ��	 (�
	����� ���	� �� ��	
������	�� )�	 (�
	����� ���	� �� ��	 ������	� �
� �	��	� ��	 �	�����	� �� ������ *���	����	�
��	 �����
� ������ ���
��	� �
����
 H(s) = ξ(s)/uf (s)� �	���	� ���� ����+� ��

H(s) = hs+ 1. ����+�

)�	 �
�� �� ��	 �����
� ������ ���
��	� �
����
 �� ξ ����� �� �	�	���
	� �
 ����,�� )�	 ����
�� ��	 �����
� ������ ���
��	� �
����
 �� ��	 �	���	� ���	�	�����
 �� ��	 ������	�� -� �
�	������

�� uf (t)� ��	 �	���	� �	������ �� ��	 ������	� vf (t) �� �	�	���
	��

H−1(s)
ξ 1

s

uf

vfν
τ

k1

k2

k3

+ +

e(t)

_e(t)

ë(t)

τ
ζ

*���	 ����. )�	 ����( ���	�	 �� ��	 ����	�	
�����
 �� ��	 ��
�����
�� ��
�����	� �
 ��	
������	��

/ ��������
 ���� ���	��� ��
�����	� � �� �	�����	� ��� �����
� �
 � ��
	� )�	 �	���
� �	����	
������ 0� �
 ���
� �� ��	 ������	�� �
� ��	 ������	� ������ ���� ���
������� )�	 ��
�����	� ���
 ��
����	
 �� Klong = [3, 3, 3]� )�	 ���
������ �����
�	 r = 1m� ��	 ���	 ��� h = 1s �
� ��	 �	
���
�� ��	 �	����	 L = 0� 1
 *���	 ���� ��	 �	���� �� ��	 ��
�����
�� ��
�����	� ��	 ����
� /� ��

�	 �		
 �
 *���	 ���2���� ��	 �	������ �� ��	 ������	� ��
�	��	� �� ��	 �	������ �� ��	 �	��	��
)��� ����	
� ��	
 ��	 	������	� �
�	��	����	 �����
�	� xe,long� ������ ��
�	��	� �� ��	 �	���	�
�
�	��	����	 �����
�	� �� ����
 �
 *���	 ���2���� )�	 ��	������ �� ��	 �	������ �� ����	� �� ��	
�	������ �� ��	 ����	� ��
 �	 �3	��	� �� ���
��
� ��	 ��
�����	� ���
��

����������� 	��
�������	 �����		��

)�	 ��
�����
�� ��
�����	� �� �	���
	� ���	� �
 � 4/44 ��
�����	� ��
���	��
� � �5 �����	��
)� �	 ���� ��
�����	� �
 ��	 �������
 ��	�	 ��	 �	��	� �
� ������	� �� 
�� ���	 ���
� ��	
���	 ����� ��	 ������
	�� �
�	��	����	 �����
�	 �� 	������	� �� ��	 ��
�����
�� 	���� xe,long�
1
 ��	 �	���
�	� �� ���� �	����
� �������
� ��	 ������	� ��	�	 ��	 	��������
 �� ��	 ������
	��
�
�	��	����	 �����
�	 �� 
�� ����	��� )�	 6��� �������
 �� ����
 �
 *���	 ���0� ��	�	 ��	 �	��	�
�
� ������	� ����	 �
 �������	 ���	����
 ���
� ��	 ���	 �����
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xe;long

������ ��	�� ��������� 	 ��� ��� ����� ����������� ��� �� ������������ ����������� �� ��������
�� ��� ����� �� ��� ��� �� ������ �� ����� �� ������� ������ �������!����"�����

�� ���������� ������� ��� �� #��� ��������� ��� ���� �� ������ ��	$� %� ��� �� ����& ��
�' ����� ������� ��� ���#����� ����� �� �������� ����������� �� ������ �� ������� �����������
��������� (������ �� ������ ����� ������� �� ��������& �� ����������� �������� �������
������� ��� ������� ��� �� �������� ������ ������������ ���"����� �� ������ ����� �� �������
����������� ��������� )��������� �� �������� ����� ���"����� ��� �� �� �������� −vl(t)�

*� �� ������ ���������& �� ������� ����� ����� ��� ���� �� �� ����  �� ��� � �������
����������� ��������� +�� �� ������� ����� ����� � ������� ����& �� ��������� �����������
�������� xe,long �� �,��� �� �� ����������� ����������� ��������� ��� �� ������� ����� �������
��� � �������� ������ ��� �� ��������� ����������� �������� ������� ��� �-��� �� �������!
������ �� ������� ��������� �� �� ������ �� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [1, 0, 0] ��� �� ������� ���������
�� �� �������� �� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [0, 0, 0]� (�� �� �������� ��� ������ ��� �� ������� �����!
��� �� 10m/s� �� ����� �� �� ������ L = 0& �� ���� �� h = 1s ��� �� ���������� ��������
r = 1m� �� ����� �� ������������ ���������� ��� Klong = [100, 20, 10]�

�� ������� �� �� ���������� ��� �� ������ �������� ��� ���� �� ������ ��	.� ��� �������
�� � ������� ����& �� ����������� �������� �� �� �������� +�� �� ������ ������ �������& ��
����������� �������� ��������� ������� +�� ���� �� �������� ������ �� ����& �� �����������
�������� ��������� ����� ��� ������� �������� ���� ��� ������� ��� �������� +�� �� ������
������ �� �� ������� ���� ����� ��� �� �������� �� ����� �������& �� ����������� �������� �������
��������� ����� �� �������� ���� ������ �� �� ������� �����
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��� �����	��

�� ������� ��� ������������ ����������� ��� ������� ��� ������� �� �� ���������  ����� �!"
��������� ������� ���������� ��� �������� ��� ��� ������� ��� ��� ��� ����������� �������
�� ��#����� �������� $������ ��� ��� ������� ���������� ��� ��������% �� �������� �� �������
�� �������� �� ����������� ��� �������� �� �� ������� ������� &� � �������� ���� �����% ��
�������� ������� �� ����������� ������ &� ��������� �������� �� �������% ����� �� �� ������"
���� ��������� ���� ��� � �����"����� �����"������ �'(')� ������� ��� ������� �� ���� ��
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⎡
⎢⎢⎣
ẋ
ẏ

θ̇
v̇

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
v cos θ
v sin θ
ω
v̇

⎤
⎥⎥⎦ , ������

���	� 
�� ���
� �	� ω ��� v̇ ��� 
�� ��
�
� �	� x ��� y� ��� �
�
�� �� 
�� ��� ����� �	�
����� ��

x =

⎡
⎢⎢⎣
x
y
θ
v

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
x1

x2

x3

x4

⎤
⎥⎥⎦ . ������

���� 	����
� �� 
�� ������� ����� ����� ��⎡
⎢⎢⎣
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
x4 cosx3

x4 sinx3

u2

u1

⎤
⎥⎥⎦ . ������

�� ��	��� 
�� ����	��	� ������ �� 
	�����	��� ��
� � ����� 
	�������	 ����� ��	�� � ����	��
����	�
��� �� 
��� �
	��
�	� �� ����� ��

ż = Az +B(z, u)

y = Cz,
���� �

���	� z = [z1, z2, z3, z4]
T
�	� 
�� �
�
��� !�	�� 
�� ��
	�" A = diag(A1, A2)� ���	� A1 ��� A2

�	�

A1 =

[
0 1
0 0

]
A2 =

[
0 1
0 0

]
,

��� ��
	�" C = diag(C1, C2)� ���	� C1 = [1, 0] ��� C2 = [1, 0]� #���� 
�� ���	����
� 
	�����	$
��
��� z = Φ(x)� 
�� ��� ���	����
�� �	�

z =

⎡
⎢⎢⎣

h1(z)
Lfh1(z)
h2(z)

Lfh2(z)

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

x1

x4 cosx3

x2

x4 sinx3

⎤
⎥⎥⎦ , ����%�

��
� 
�� �������	� �����
��� 
��
 
�� &������� �� Φ(x) �� ����������	 ���� 
��
 Φ(x) �� �
��'����	���� �� 
�� 	����� Z ⊂ R

4 ����� ���
���� 
�� �	����� ��� ��
�	�����
 �� 
��
&������� �� Ψ(x) �� ����� ��

det (J (Φ(x))) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 0 −x4 sinx3 cosx3

0 1 0 0
0 0 x4 cosx3 sinx3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x4 cos
2 x3 + x4 sin

2 x3 = x4. ����(�

)����*���
��� 
�� &������� �� ����������	 ���� 
�� �
�
� x4� ���� 
�� ������
�� �� ���+�	�� ���

	�����	��� ���
�� �� ����� ��

ż =

⎡
⎢⎢⎣

x4 cosx3

ẋ4 cosx3 − x4ẋ3 sinx3

x4 sinx3

ẋ4 sinx3 + x4ẋ3 cosx3

⎤
⎥⎥⎦ . ����,�

-,



��� ������ �� ��� 	
	��� �� ��� 	����	 x1 ��� x2 ��� ��� ���������� x3 ��� �������
 x4 ��
��� ���	��� ��� ���	 �������� �������� ���	� 	����	 �� ��������� �


x3 = arctan

(
z4
z2

)
�������

x4 =
√

z22 + z24 . �������

��� 	���� x4 ��� �� ��������� ���� z2 �	 ������� ���������
� ��� !� �	 ���	����� ���� ���
��� �� ��� "� �	��# ������ ��� �	 #���� �


ż =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ z +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1√

1+
(

z4
z2

)2
u1 −

√
z22 + z24

z4

z2

√
1+

(
z4
z2

)2
u2

0
z4

z2

√
1+

(
z4
z2

)2
u1 +

√
z22 + z24

1√
1+

(
z4
z2

)2
u2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ����$��

y =

[
1 0 0 0
0 0 1 0

]
z ����$��

����� ����	
�	 ��	���	�

%�� ��� ������� ����� �	 ���	����� �� ��� �&���� ���� ��� ��	��� �	 ���	������� '� �	
�		���� ���� ��� 	����	 z(t) ��� �����	 v̇(t) ��� ω(t) �� �������� ��� ��	��� �	������	
��� ��� ��(���� 	����	 �� z� )	��# ����$� �� �	�������� �� ���	� 	����	 �	 ��������� ��� �
�������� ��� �	 ����� ��	�� �� ��� �� ������� ��� ���	��� ��� �	������� ������� *

��+�	���# S� ��� ��������� �� ��� ���	������ ��� �� ��+�	���� ��� ��	��� �	 #���� �


[
˙̂z1
˙̂z2

]
=

[
ẑ2
0

]
+

[
0

cos θ̂u1 − v̂ sin θ̂u2

]
− S−1

1

[
1
0

]
(ẑ1 − y1) ����,��[

˙̂z3
˙̂z4

]
=

[
ẑ4
0

]
+

[
0

sin θ̂u1 + v̂ cos θ̂u2

]
− S−1

2

[
1
0

]
(ẑ3 − y2) ����,��

-��� S1 ��� S2 �� ���&�� 	�������	 �� ��� .
������ �&������

MTS + SM +Q = 0. ������

-��� M = − 1
2ciI − Ai ���� ��� �������� #��� ci > 0� ��� Q = CTC ����� �	 	
������� /�

���&�� 	������� �� ������ �0�	� �� − 1
2ciI − Ai �	 -����� ��� �� (− 1

2ciI − Ai, Ci) �	 ��	�������
*����	� �� ��� ��� �� Ai� M �	 �� ���� ����#��� ����0 ��� ��� ����	 �� ��#����� ����
ci > 0� 1��	�&�����
� ��� ����0 − 1

2ciI − Ai �	 -������ �� �������� �� (− 1
2ciI − Ai, Ci) �	

��	������� ��� ��	��������
 ����0 �	 #���� �


O =

[
1 0

− 1
2ci −1

]
. ���� �

��� ��� �� ��� ��	��������
 ����0 �	 ���� 	� (− 1
2ciI − Ai, Ci) �	 ��	������� ���������
� ���	

�	���	 �� ��� .
������ �&������

0 = −θ1S1 − S1A1 −AT
1 S1 + CT

1 C1, �������

0 = −θ2S2 − S2A2 −AT
2 S2 + CT

2 C2. �������

/������# 2  � ������ �3� ���� ����	��# c1 ��� c2 	�4����� ��#� 	��� ����

��



1 ≤ c1 ��� c1 ≤ c2, �����	


�� �
���
� ẑ(t) �� 
�� ������� �������� �������
����� 
� 
�� 
��� 
�
� z(t) �� 
�� ����
 ���
��� ���
��� ẑ(0)� ������ 
�� ������
� ��� �����
�
��� ��� ������ ��� 
�� ������� ��� ��� ��


������� ������ 
�� ���������
� 
�� �
���
�� v̂ ��� θ̂ ��� ����� ��

v̂ =
√

ẑ22 + ẑ24 ������	

θ̂ = arccos

(
ẑ2√

ẑ22 + ẑ24

)
������	

���  ��� ������� � ����� ��

[
˙̂z1
˙̂z2

]
=

[
ẑ2
0

]
+

[
0

z2√
ẑ2
2+ẑ2

4

u1 − |ẑ4|u2

]
− S−1

1

[
1
0

]
(ẑ1 − y1) ����!�	

[
˙̂z3
˙̂z4

]
=

[
ẑ4
0

]
+

[
0√

1− z2
2

ẑ2
2+ẑ2

4
u1 + ẑ2u2

]
− S−1

2

[
1
0

]
(ẑ3 − y2) ����!�	

����� ����	
��� ����	��

��� ������� ������� � ��������
�� ��� 
�� ������� ������� ��� ��"����
 �����
��� ��� ���#
������ ��� 
$� 
��%��
����& ������� �� � ������ ��� ������� �� � 
�����
 ����� ��� �������
x ��� y ���
��� �� 
�� ������ ���
��� ���������
 ����� ��� ������� � ��������
�� ���

��
 
�� ������� ���
��� �� 
�� ������ �  �
���� ��� 
�� �����
�
��� ��� ������
� � �
�#
��
��� '�������� 
��� ����� ��� ��
 
� 
�� �����$��� ��� ���
��� �����
��� �� 
�� ������
� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [0, 0, 0] ��� �� 
�� �����$�� [xf (0), yf (0), θf (0)] = [−1,−1, π/3]� �����
��������� ������� �� 
�� ��� ���
��� �����
��� � 
�� ������� ��� ����� �� 
�� �������� ��
� �
R = 5m� ��� ������ ����� $�
� � ������
� �� vl(t) = 2m/s� ��� ���������
 ���� �� � ����
�(��� 
� )��� ��� 
�� �������� � 0.1� ��� ������� � ��������
�� �� ��
���� ���
������ *�
+����� ��*! ��$ 
�� ����
 �� �����
��� ��� 
�� 
$� 
��%��
���� $���� 
�� ������� ��
��

�� 
�� ������ � �������� $�
� 
�� �
���
�� ��
��
� ��� 
�� ��
��� ������
� � �������� $�
�

�� �
���
�� ������
�� , ��� �� ���� 
�� ������� �
���
� 
�� ���
��� ��� 
�� ������
� ��

�� ������ ������
��� +��
�������� ���������
 ���� �� 
�� ������� ��
��
 �  �
���� �� 
��
������� ��� � ���
��� ��
��
 ����� � ��
����� $���� � ��
 
� 
�� ��������� ��� �����$���
��������

�*
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 ������� ����

������ ��	
� �� ���������� �� �� x ��� y �������� ��� �� �������� �� �� ������ ����������

��� �� �������� ��� ��� �������� �������������

��� ������	

�� ��� ������ ��� ������� ����������� � ������������ ���������� ��� �� �������� ��� �������� ��

������� ����������� ��� �������� ����� �� � ��� ��������� �������� !� ����������"��� �� ���

�� �� ������ �� �������� �� �� ������ ���� ��� ������ �� ���� ��� �� �� �������� �������� ��

�� ������� ��� ��� ����������� �� �� ������� ��� �� ��������� �� �� ��������#� ��� ���� ���

������ �� �� �������� �� �� ��������� ������� $ ��������� ������� �� �� ��� ����������� ��

������� ��� ����������� ��� ��������� ��� ����� ������� ������� ������� ��� �� ������ �������

���������� �� ������ �� �� ��������� ������ �� ����������� $� � ������ �� ��� �� �������� �����

�������� ������� �� ������#� ��� �������� ��� �� %��� ������� �����������

�� ������������ ���������� �� ������� ��� ��� �� �������� ������� �� ������ ��� � ��������

���� ��� ������� �� ������������ ����� �� ���� �� �������� �� ����������� �������� ��� ��

������ ��� �������� ��� ��� ������� ����� �� ���� ���� &���� �����'������ �������"����� ��

����� �������� �� �� ������� ����� ��� �������"��� $ �������( �� �� ������������ ����������

�� �� ���������� �� �� ����������� ����������� �������� ����� �� ��������#� ���� ��� ������

���������� ��� ��������� ���� �� ���������� �� �� ����������� �������� ���� ����������

�� �������� �� �������� ��� ����������� �� �� ������ ��� ���� ��������� �� �������� �� ��

������ �� �������� �� ��������� $� � ������ �� ����������� �� �������� ��� ����������� ���

��������� ��������� ��� �� ����������� ����� �� ��������

�� ������ ) �� ��� ������� ��� �� ������������ ����������� ��� ����� ��� ��� ������� ������'

����� �� ��������

�*
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�� ��� �����	
� �����	� �	 ������� �	���	����� ��� � �	����
����� �	���	���� ��� ��������� ���
�	���	����� ��� ������� ��� ��� �	���	���� ����� ��� ���������� �	 ��������� ��� ���	� ���������
�
���� ���� ��������	� 	� �������� �	���	������ ��� ����	������ �� �	� ����� ���	 ���	
��� ���
�
����	�� �� ������� � ��	 ���� ��� ������	� 	� �������� ������� ��� ��� ������� ��� �	����
�����
�	���	���� �� �	� �� ������� ��� ����� ��� ��	���� ���� 	�����		� �� ��������  � ���� �������
��� �	���	���� ����� ��� �
��� �
�� ���� ��� ������� ������	�� ���� �	 �	�����	�� ��� �	��	��� ��
���������
���� ������� �� 	�������� �� �	��	�� �����	� !�" �������� � ��#����	� 	� ��� ������� ����	������
�� 	���� �	 �
�� ��� �������� �	���	������  � �����	� !�$� ��� ���	� �������� 	� ��� �������
�	���	����� ��� ���������� �� 	���� �	 ��������� ��� �	���	���� ����� 
���� �	�� ��������� ��
�����	� !��� %	��	���� ��� �	���	���� ����� 	� ��� ������� �	���	����� ��� ���������� 
���� ����
���
����	� �� �����	� !���  � �����	� !�!� ��� �	���	���� ����� 	� ��� �	����
����� �	���	���� ���
���������� 
���� �	�� ���������� �����	� !�& �������� ���
����	� ���
��� 	� ��� �
��� �	���	������
���� ������� ���� ��� �
����� �� �����	� !�'

��� ������	
��� ��������

��� ������� ��� �	����
����� �	���	����� ��� �
��� �� ��(
����� ��� ����	
� �	���	���� ������  �
�� ���	����� ���� ��� �	���	����� ��� �
��� �
�� ���� �		� ����	������� ���� ������� �	��	�� ���
�������� ����	������� �� ��������� )	���*
������ ��� �	��	��� ����� �������� ��� �������+

• ������, ���� �� �		��� �	 ��� ������ 	� ��� �������
�� ��������  ��	����� �� ���� ��� �������
����� �� ��� ���� �	 ������� ���� �� �
�� �	����� ��� ���	 �	�����	�� ��� �������� �� 	����
������ -
������	��� ��� ������������ �������� �
�� �� ����� ��	
�� ��� ������� �	�����	��
��� �������� �� ��� ���� �����

• )	��	��, �	��������� ��� �	��	�� 	� ��� ����������� ����� ��� ������ �	� ��� ����������	�
��� ����������	� 	� ��� �������� %	��	���� ��� ������� �
�� ����� ��		�� �	���� ���
������� ���(���	��� ���� �	 	��������	�� ��	
�� ��� ���(���	�� 	� 
�������� �	��	�� ���	��
��� ������� ������ ��	�� ��� ������.� ���(���	���

• ��������, �	 ������� �		� �������� ����	������� ��� �������� ���	�� ������ ��� �	��	��
��� ��� ������ ��� ��� �	��	�� ��� ��������� ������� ��� ������ �	� ��� �	����
����� ���
������� �	���	���� ������������� /��� ����� ���	�� �	������ �	 ���	 ��� �	��	�� �	�������
�	 ��� ������.� ���� ��� �� �	��	� ��� ������ ��� ��� ������� ������������ ���������

�	 ����������� ��� ����� 	� ��� �������� �	���	���� ����� 	� ��� ����	������ ��������� ��� �	��	���
�������	.� ��� �	��������,

• 0��	����, �	 �������� ���	������ 	� ��� ������ ��� �	��������� ��� ������ ������ ��� � �	
���	���� 130km/h2 ��� � ���� ���	���� 1130km/h2�

��



• ������� ���������	 �
� ������� ������� ���������� �� ��� �����
� 
��� ������ �� ��� �������
���������� �� ��� ����� �� ���������� ��� �����
� ����� ����� ��� �� ��� ��� ������

• ��������	 �
� ������� ���������� �� ��� ������� ������� �� ���������� ��� ���
�������� �� � ������� ���� ��� ��� ������ � ������ �����

�� ����� ����� ������� ������������ �� �������� 
��� ����� ����������

�� ���� ��� �������� ����� �� ��� ������ ��� ������������ ��������� �
� ������� �� ����� ����
��������� �� ��� ��� ������� 
���� �� ���� �� ��� ������������ �������� ��� ��� ������ ��
������ �� ��� ������ ��������� ��� ������ ������� ����������� �� ��� ������ ��������� �� ��
��� ��� ����� �� � �������� ����� �� �������� ���� ������������ ��� ���� ������! �������
������ ��� ���"��� ��������� �� ��� ����� �� � ����� ������� �� ����� �
� �������� ���
�������� �� �� �������� ���� ���� ��� ��������� ������ ���� ��� �� �������� ���� ��� �����
�������� ����� �������� ��� ����� ���������

�� ������� � ���� ��������� �� ��� ���������� ������� ��� ��� ���� ������ �� ������ ����� ����
��� �� �������� ���� �� ��� ������ ����� ��������� #��� ��� �������� ���� ������ �� �����
�� ��� �� ������ � ��� ������������ ����� ��� ������ ����� ��������� $��� �������� ���
����� �������� ������ �� �� ����� �� ��������� ��� �������� ������ �� �� ����� �� �������� ��
 ��� �� ������ ���� ��� ������� ����� ���
��� �� ����� # ����� ����� �������� ������ �� ����
���������� ��� ������ �� ��� ���"� �� ��� ���� ��������
%� ��� ������ �� ��� ���������� ������� ��� ��� ���� ������ �� ��� ��
 �� � ����� ��� ����
������ �� ���� ������������� ��� �������� ���� �� ������ �� �� ����� �� ������ ���� �������&
����� ����� ��� ������ ����� ��������� �� �� ���� ������ ���� ���� �� �� ��������� # �����
����� �������� ������ �� ���� ���������� ��� ������ �� ��� ���"� �� ��� ���� ������� 
����
���������� ������ ��� �������
�� ��� �� ������� ���� ���"��� ���������� ��� ��� ���� ���� �� ����� �� ������� ����
�� ��� ������ ����� ��������� �� ����� ���� ������������ ����� ��� ������ ����� ���������� ���
�������� ���� ���� �� ������ %� � ���� ���"��� ���������� ���� �������� �� ����
�� ��� ��
����� �� �� ��������� 
��� ����� �� ��� ���� �
� ������� ������ ��� ������� ����� ��������
����� �� �� ����� �� ������� ���� ���������� �� ��� ������ ����� ���������
�� ����� '�( ��� ������ ������ �� ��� ��� ������� ��������� ������ �� ������� �� ������ ��
�� �������� �� ��"� ��� ����������� ���� �������� ������� ��� ����������� �� ��� ���������"
�� ������� ���� ������ ��� ���"��� �������� ������� �� ��� ��� �� ��� �����

����� '�(	 ��� ������ ������ �� ��� ��� ��������� ������

������ ��	��
� �
�����

���� ��	� )���� ����� *���� ����� )���� �����

�������� ��	� )���� ����� )���� ����� )���� �����

���
����� )���� �� �������� +� �������� )���� �����

����� ��
������ )���� �� �������� )���� ����� )���� �����

��� �����	�
����� � ��� �		�	 �������


�� ��� ������� ������� ������� ������� �� ��������� �� �������� ��� ��������� �� ���
������ ��� ������������ ���������� %� ����� ��� ����� ������,���� ��� �� �������� �� ���
������ ��������� �� ������ ��� ��� �� �������� �� ��� ������������ �� ������ ������ ��
�� �����&������ ������ ������ -��� ��� �� �������� �� ��� ������ ��������� �� ������ ��
����� ��� ������ ��� ��������� �� ��� ��������� �� ��������� �� 
��� ��� ���"��� ���
�� ������
�� ������ � ��� �� ��������� ��� ������ �� ������ ��

x(t) = [xe(t), ye(t), θe(t)]
T , .'�(/

0'



��� ��� ���	�
 �� ��� ��������� 
�
���
 ��� ���
�� �


u1(t) = κf (t)− κl(t) ������

u2(t) = vl(t)− vf (t), ������


	�� ���� ��� ���	�
 ��������
 �� ���� ���� ��� ����� �������
 �������� �� ����� ���� ���
���
�� 
����
 ��� ���	�
� ��� ��� ����� ��������
 ��� ��������� ��� ��	�����	� �����

x∗(t) = [0, 0, 0]
T

������

u∗(t) = [0, 0]
T
. ������

 �� ����������� ��� ���� ���	���� t �
 ������� �� ��� ��������� �� ���
 
�������

����� ����	�
 ���	�

�	 �

!�� ����� �������
 �� ����� �������� "� ������� �� #������$ %�" ��� %��� ��� ����� ��

ẋe = vfκfye + vf ṽr cos θe − vf ������

ẏe = −vfκfxe + vf ṽr sin θe ������

θ̇e = vf ṽrκ̃l − vfκf . ������

!�� ���	� u(t) ��� ��� �������� κf (t) ��� 
	�
���	��� ���� ������ !�� ����� �������
 ��� �����
��

ẋe = [vl + u2] [u1 + κl] ye + [vl + u2]
1− k1xe

cos θe
cos θe − [vl + u2] ���&��

ẏe = − [vl + u2] [u1 + κl]xe + [vl + u2]
1− k1xe

cos θe
sin θe ���&��

θ̇e = [vl + u2]

[
κ̃l(

1− k1xe

cos θe
− 1)− u1

]
. ���&��

!�� �
� 
��� �
 �� �������� ���&� ���	�� ��� ��	�����	� ����� x∗ ��� u∗� !�� �������
 Ac1 ���
Bc1 ��� ���������� �


Ac1 =
∂f(x, u)

∂x

∣∣∣
x∗

Bc1 =
∂f(x, u)

∂u

∣∣∣
u∗
, ���'�

���� f(x, u) =
[
ẋe, ẏe, θ̇e

]T
� !�� ��������� ����� �������
 ��� ����� ��⎡

⎣ẋe,l

ẏe,l
θ̇e,l

⎤
⎦ =

⎡
⎣ −k1vl vlκ̃l 0

−κ̃lvl 0 vl
−k1κ̃lvl 0 0

⎤
⎦
⎡
⎣xe,l

ye,l
θe,l

⎤
⎦+

⎡
⎣ 0 0

0 0
−vl 0

⎤
⎦[u1,l

u2,l

]
, ���(�

����� u1,l ��� u2,l ��� ��� ��������� ���	�
 �� ���	� u1 ��� u2� ��
��������� !���� �
 �

	���
���� ��� ������� �� ��� ����� vl(t) ��� ��� �	����	�� �� ��� ����� κ̃l(t) ��� ���
����� !��

��
	�
 �� � ���� ��������� ����� 
�
����

����� ���	�

�	 �

 �� ��� 
����� ����� ��������� ��� ����� �������
 �
 ��������� ���� ��� 
��� �������� �

��
�	

�� ��� ����� �������� "� !�� ����� �������
 �� ��� 
����� �������� ��� ����� ��

�&



ẋe = vf (1 + axe) κ̃lye + vf cos θe − vf (1 + axe) ������

ẏe = −vf κ̃l (1 + axe)xe + vf sin θe ������

θ̇e = vfκf − vf (1 + axe) κ̃l. ������

	
�� ��� �� ������ u1(t) ��� u2(t) ��� ����������� ���� ������ �� ����� �������� �� ����� ��

ẋe = [vl + u2] (1 + axe) κ̃lye + [vl + u2] cos θe − [vl + u2] (1 + axe) ������

ẏe = − [vl + u2] κ̃l (1 + axe)xe + [vl + u2] sin θe ������

θ̇e = [vl + u2] [κ̃l + u1]− [vl + u2] (1 + axe) κ̃l. ������

����� �� �������� �� ������ �� ����� �������� �� 
������ �� ������ �� �!��
������ x∗ ��� u∗�
�� 
������ �� ����� �������� ��� ����� ��⎡

⎣ẋe,l

ẏe,l
θ̇e,l

⎤
⎦ =

⎡
⎣ −avl vlκ̃l 0
−κ̃lvl 0 vl
−aκ̃lvl 0 0

⎤
⎦
⎡
⎣xe,l

ye,l
θe,l

⎤
⎦+

⎡
⎣0 0
0 0
vl 0

⎤
⎦[u1,l

u2,l

]
. ���"#�

	
�� ��� �� 
����� ������ �� ���� ��������� ������� ���� �� ������� ��� vl(t) ��� κ̃l(t) ���
���������

��� ������	
��� �� �� �
��
� ����������

$� ��� ������� �� 
�����
 ������

��� ��� ����� ��� ��� �� ���%������� �������� ��� �����&���
�� ���� ���%������� ��������� ���� ��%���� ���%��� ��� ����'���� ��� ��������� ��� �� �(���
�% �� ������

�� ����� �% �� ��(����� ������

��� �� �� �������� �� ������������� )�� �� 
�����

������

��� ��� �� 
������ �� ��� ���
����� ����
 ��� ���� �� �����

����� ���� 	�
�����

	 ����� �� ��������� �� ������

�� ����� �� �� ���
� ��
� �
������� �� �� 
������ �� �����
����� ����
� �� ����� %������' �
���� 
��� ������� �� ���������� �� ������������ �� �����
u1,l = −Kx ���� �� 
������ �� ������� ����
���� ��

ẋ(t) = (A−BK)︸ ︷︷ ︸
Acl

x. ���""�

)�� � ����
� �
���� 
��� ������� �� �������
��� �% Acl ���� �� ��������� �� ������ �% ��

������ �� ������ ��� �
����� ���������� �� ���*�� �� ����� u1(t) ��(��� %�� �� �+� �������

�����
 ������

���� )�� 
�����
 ������

�� "� �� ����� ��

uc1
1 (t) =

1− k1x̄e

cos θ̄e
κ̃l(t)− κ̃l(t) + k2ye(t)− k1k2xe(t)ye(t) + k3θe(t) ���"*�

��� %�� ������

�� *

uc2
1 (t) = aκ̃l(t)xe(t)− k4

cos θe(t)− 1

θe(t)
xe(t)− k4

sin θe(t)

θe(t)
ye(t)− k5θe(t). ���",�

�� ���������� �� ������ ���� �� 
������ �� ������� �� ������ ��� 
������ �� ������ �� ������
�% �� 
�����
 ������ �� ������ u1(t) ��� 
������ �� ��

uc1
1,l(t) = −k1κ̃lxe,l(t) + k2ye,l(t) + k3θe,l(t) ���"���

uc2
1,l(t) = aκ̃lxe,l(t)− k4ye,l(t)− k5θe,l(t). ���"���

,�



������ ���� �		�
�� ���� ��� ��
� �� ��� 	����� ��� ������ �� u = −Kx� ��� 	��������� K ���
������� 	��������� � �� �������� ��

Kc1 =

[
k1κ̃l −k2 −k3
0 0 0

]
, ������

��� ��� ������� 	��������� �

Kc2 =

[−aκ̃l k4 k5
0 0 0

]
. ������

���� ��� ���������� 	����������� ��� 	����� ��� ������ �� ���������� 
���� ������� ��� ��� 
����!�� 	����� ��� ������ ��� 	��������� � �� ��"�� #�

Acl
c1 =

⎡
⎣−k1vl κ̃lvl 0
−κ̃lvl 0 vl
0 −k2vl −k3vl

⎤
⎦ ����$�

��� ��� 	��������� � #�

Acl
c2 =

⎡
⎣−avl(t) κ̃lvl 0

−κ̃lvl 0 vl
0 −k4vl −k5vl

⎤
⎦ ����%�

��� �&� 	����� ��� �����	�� ��� ������	�� &��� k1 = a� k2 = k4 ��� k3 = k5� '�� ��� ���������
�� ���� ��	���� ����� �� �� ������	���� #��&��� ��� ������� 	��������� � ��� ��

(�& ��� �������!�� 	����� ������� ��� ����#������� ��� 	��������� ����� 	�� #� ���������� 
����
��� ��	������ ��� 	����	�������	 ��������� �� �� ��"�� #�

det
(
λI3 −Acl

c1

)
= λ3 + (k1 + k3) vlλ

2 +
(
κ̃2
l + k1k3 + k2

)
v2l λ+

(
k3κ̃

2
l + k1k2

)
v3l = 0. ����)�

��� ���� �� ��� 	����� ��� ������ ��� 	����� #���� �� ���� ��*
��������+ ���#������ �������
	������ ��� ���	���� ��������	�� �� �	���"� � ���#�� 	����� ��� ������� ��� ���� �
�� #�
������"�� ���� ��	��� ��� ���� ��� �� ��� ���� ���� ����� ���� 	��"�����	� �� �	���"�� #
�
���
��� ���� �� � ������ �"������� ��� � ����� 	������ �,���� '�� ���	���� ��������	� ��� ����
	�� #� ��	�� �
����� �� ��� ���� ���� ����� #
� ��� ������ ��� 	������ ��� ������ �"������� ��

��������� ���� 	������� ��� ���� 	���� �� !���� ���� ���
��� �� ���� �"������� ��� � �������
	������ �,���� -�&�"��� ���� ���
��� �� ���& 	��"�����	� �� ��� "���	�� �� ��� ������.� ���� &��	�
�� �����"� ��� ��� 	������ 	��������� '��� ����� ��� ���� ��� 	����� �� λ1 = −20� λ2 = −20 ���
λ3 = −20�
(�&� ��� ���� ��� 	������ #
� ��� 	��������� ����� ��� ��� ����������� ����������� /� 0����1
2�� ��� 	��������� ����� ��� ���������� ��� ��� ������� ����� ��� ����� ����� �� ��� ������.�
"���	��� ��� ��� 	
�"��
�� �� ��� ������.� ���� �� ��� ��& ��� 	��������� ����� ��� �,�	� #�
����� �&� "����#���� ��� 	��������� ����� ��� �������� ��� ��� ����� κl = −0.5  0.5 &��� ����
�� 0.1 ��� vl = 30  130km/h &��� ���� �� 10km/h� ��� 	����� 	
�"��
�� 	��������� &���
	��	��� &��� � �����
� ����
� �� 2m� 3����"��� ��� "���	�� ���"�� #��� �� 	��	�&��� ��� ���� 
	��	�&��� ����	���� �"�� ��� ���� ��� ���
��� ��� ���&� �� '��
�� ���� ��� �,�	� �� ��� ������.�
"���	��� ��� 	
�"��
�� �� ����� ��� ��� ��� 	��������� ������ ��� 	��������� ����� ��	������ &���
��� "���	��� ��	������� '�� k2� k3� k4 ��� k5 ��� ����� ��	����� &��� ��� 	
�"��
�� ��	�������
��� ������ ����� ��� k1 ��� a &���� ��� ���� ��	������ &��� ��� 	
�"��
�� ��	������� 0
������ �� ���� ��� k1 ��� a� '�� ����� "���	����� ��� ����� 	
�"��
��� ��� ����� ��� ������"�
��� #���� �� ��� ���#����� ���� �� ��� ������� 	��������� 
����#���
2���� �� ����� �������� ��� 	��������� ����� ��� ����������� ���� ��� ������ ���"�� ����� �
	��	
��� ���� ���� κl = 0� ��� 	��������� ����� ��� 	����� �� k1 = a = 0.9� k2 = k4 = 0.81 ���
k3 = k5 = 1.8� 2�	�
�� ��� ����� ��� �,�	��� #� ��� ������.� "���	���� �� �"����� "���	��� ��
80km/h �� 	������ ���� �� ������.� ��� �� 	��	
���� �� �� �������� ���� ��,����� 	��������� �����
��� 	������ (�&� ��� ���� ��� ��� ������.� "���	��� #� ���� ��� κl ��� �"����� "��
� �� 	������
��� 	��������� ����� ��� k1 = a = 0.24� k2 = k4 = 1.79 ��� k3 = k5 = 2.46�

4$
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 ��������� ������ �� ��� ����� �� κ̄l(t) ��� vl(t) �� ��� �������� ����� �� ��� ���

����� ���������

����� �����	 �
������ ���
� �������

�� ��� �������� ���������� ��� �������� ����� ��� ���������� �� ������ ��� ���� �� ��� ���

������� ����� ��� ����� ��������� �� ���� ���������� � ������ ������ �� ���������� ��� ����

�������� ���� ����� �� ������������ ���� ��� ����� �� �� ����������� �������� ���� ��������� ����

���� ���� ���� ��������� ��� ���� ����� ��� ���� ����� �������� ����� ����� ��� ������������

�� ������� ��� ���� ���� ���� ��� !������ ��� ����� ����� ��������� "���� �� ��� �����������

�������� ��#��� �� ������� ��	 ��� ����� ��� ������ ���� ���� ��� ������� ����������� �� ���������

�� $������% & ��� ����� �� ���� ���� �� ����� ��� ��� �������� ��������'� ��������� �� ������� ��	�

�� (��� ��) ��� ������ �� ��� �������� ���������� ��� ����������� *��� ��� ����� �� ���
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���������

k1 ���� ����� ����� ����� �����
������ k1 = 1− 2 k1 = 1 ����� k1 = 1− 1.8
������� k1 = 0.9 k1 = 0.5− 1 k1 = 0.9 k1 = 1

k2 ���� ����� ����� ����� �����
������ ����� ����� ����� �����
������� ����� ����� ����� �����

k3 ���� k3 > 2 k3 = 1.4− 1.6 ����� k3 > 2
������ k3 > 2 k3 = 1− 1.2 ����� k3 > 2
������� k3 > 2 k3 = 1− 1.6 ����� k3 > 2

a ���� ����� ����� ����� �����
������ ������ a = 3 a = 1.3 �� ������ a = 3
������� a = 1− 2 a = 2 ����� a = 2

k4 ���� ����� ����� ����� �����
������ ����� ����� ����� �����
������� ����� ����� ����� �����

k5 ���� k5 > 2 k5 = 1.4− 1.5 ����� k5 > 2
������ k5 > 3 k5 = 1.7 ����� k5 > 2
������� k5 > 3 k5 = 1.4− 1.7 ����� k5 > 2

����� �����	
�� �� ���	����	 ��
��

��� ��������� ����� �� �� ������ ���������� ��� ��������� ����� �� ������� �������  �
����� ��! �� ������� ����� ��� ��"��� ��� "����� ��� k3 ��� k5 ���������� ��� ��� �������
  �� ������ �� ��� ���� �������� �� ��������� ����� k1 ��� a ��������� ���� �� ���"����
���������# ����� ��� �� ��� ������ ��������� �� ������� ����"��� �� �����"��� ��� ���$�%
������� ������� �& ��� ������ ��� ���������� �� ���������� ��������� �� ������ ��'
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��� �������/�� ����� �&������ �� �� ������� ����� e �� ��"�� �� 0!��)1 ����� �� ���� �� ������
�� ν = −Klonge� 2�������� � �� 3���%4����/ ������& ��������# �
� �� �����"�� ����
kp, kd, kdd > 0 ��� kdkdd − kp5) �� ������& ��������� �� ������ !�!�
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��	�� ��
 �� ����
�����	 ��� ������ ��� ���� �� ���
 ���� ����
������ �
 ��	 ��	� λ1,2,3 = 0�
�� ��
���� ����� �	 ������ ��	�� �
 ��	� ��	�������
 �� ����	 ��� ��	�
 �	 λ1 = −5� λ2 = −5
�
� λ3 = −5� ��	����
� �
 �� ���
	 kp = 125� kd = 75 �
� kdd = 15�  ����� "�# 	��	 �� ����
��	��
	� �� �� ����� ��
����	 ��� ���� ������
� �
����� ��
�����
	� �	 	��� ������� �� 	���� e1(t)
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������ ��� ����������� �
 ��� �������� ��������� ��� ������� ����� �����
��� ������������ ������ ������� ����� � �������� ���� ��� ����� � ������ 	���� ��� ������ �

��� ������ 	��� �� R = 40m� ��� ������� ������ ������ �� ��� ������� ������� �
 30km/h�
�
��� �� ������ ��� ������� ����� � ���	 �� ��� ������� ������� �
 130km/h ��� �����
��������
��� ��� ������� ����������� ��� ��������� ����� ��� ���������� ����� ��� �		������� 	��� 	��� 
���� !� ��� �������"�� ����� ��� ����� ���� ����������� �
 ��� ��������� ������ #� ��!�� $�%
����� �������� ��&��������� ��� ����� 
�� ��� ��������� ����� �
 ��� ��� �������� ������� �� 
��������� '��&�������� � ��� ��� ��������� ����� ���������� ���� 	��� 	�������� '��&��������
( ��� ) ��� ���������� ����� ���� ������������ ��� ����� �
 ��� ������������ ��������� ��� �� 
��� �� kp = 125� kd = 75 ��� kdd = 15� ������������ ��� ���������� ������� r = 1m� ��� ����
��	 h = 1s ��� ��� ������ �
 ��� ������ L = 0�

��!�� $�%* +������� ��&��������� �
 ��� ��������� ����� �
 ��� ������� ����������

'��&�������� � '��&�������� ( '��&�������� )

k1 0.6 1 0.5
k2 1.3 3 3
k3 2.15 2 3
a 0.6 1 3
k4 1.3 3 3
k5 2.15 2 3

��� ������� �������� �
 ��� ������ �� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [0, 1, 0]� ��� ������� �������� �
 ���
��
����� ������ �� ��� ���� �� ��� ������� ��� ������� ������� �
 ��� 
������� �� vf (0) = 0 ���
��� ������� 	������� �� [xf (0), yf (0), θf (0)] = [0, 0, π/3]�

����� ����	�
 ���	�

�	

��� ��� ��� ������� ����������� ��� ������� ����� 
�� � �������� ���� ��� ������ 	��� ��� ����� ��
������ $�) ��� ������ $�$ 
�� ��������� � ��� (� ���	�������� ��� ����� �������� ��&���������
��� ��	���� 
�� !��� ����������� '��	����� ��� ��� ������� ���������� �� ��,��� !����� ���
������� ����� �� ��&��� �� ��� �������� 
������ �����
���� ��� ������ �
 ��� 
������� ��� ���
��
����� ������ �� ���������� ��

P =
1

T

∫ T

0

(
(x− xr)

2
+ (y − yr)

2
+ (θ − θr)

2
)
dt. -$�(�.

��� ������� ��� ����� �� ��!�� $�/� ��� ��������� !������ ��� ��� 	���� ��� ������ ���� ��
�� ��������� !����� ��� ��������� ����� �� !� ���������� 
�� � ���� ������� �������� ���
��������� �� ��� !��� �������� 
�� ��� ������� ��������� �� ��&�������� )� ��� ��������� (� ���
!��� ������� ��� �!������ ���� ��&�������� ��

��!�� $�/* '��	������ �
 ��� ��� ������� ����������

'��&�������� � '��&�������� ( '��&�������� )
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(

1�������
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 ���(��  ���(%(  ���($�  ���)$%  ����22  ���(33

'������
	���

 ���(�4  ���($3  ���()$  ���))%  ����23  ���(3�

#� ������ $�) ��� ������� ����� 
�� ������� ��������� � �� ������ ��� ���� �� ������ �� ��!�� $�/
��� �������� !������ ��� �������� ��&��������� ��� ������ �� �� !� ����� ��&�������� ���
���� ��������� �� y ��������� ���� �� ���������� #� ������ $�$ ��� ������� ����� 
�� �������
��������� ( �� ������ 5���� ��� ���� �!���������� ��� ���� �� 
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������ ����� ��� �������� ���� ��� ���� ����� ����� ����� ������� ��� ���� ���� � ���

����� ����� ��� ������ �������� ����� ������ ������� ��� ����� �� ���� ������� ��� ����

���������� ��� ���������� !�� ��� ��� ����� �������� ����� ��� ����������� ��� ������

��������� �� ��� ������ �� [xf (0), yf (0), θf (0)] = [−20, 0, π/3] ��� ��� ������ ������ ������

����� ��� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [0, 1, 0]� "��� ��� ����� ��� ��� ������ ������ ���� ��� ������ 

vf = 10m/s ��� ��� ��#����� ���$�������� ��� ����������� ���� � �������� ��� ��� � ������� ����

���� ��� ������ R = 20m� ��� ��������� ������ ��� ��� ���� ������ ���������� �� ��� ������

��� �������� ����� ��� k1 = 3� k2 ��� k3 = 3� ��� a = 0.6� k4 = 1.3 ��� k5 = 2.15� ��� ���
���� ��� ������ ����� ��������� ���������� �
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��	�� ���
������

��� ���������� ������� ��� ��� ������������ ���������� ��� ����� �� ������ ��� ��� ������ ����
 � ��� �� ���� �� ������ ��� ��� �������! �� ��� �������� ��������� ������� ��� ������"� �������!
������� ��������� ��� ������������ ������ ��� �����! ����� ���������� #��� ��� ������ ������
�� ����������$ ��� �������� ����� ������ �� ���� �����������$ ����� ������� ���� � ������� ����
����!� ��� ������� �������� �� ��� �����%�� ������� ��� ������������ �� ��� ����� �� ��� ��� �����
&� ������ ��� ��� ������������ �������� ������� ��� ������ ��� ��� �������� �� ������ ��� ���
�������� ���� � ��������� ������� ��� ������ ��� ������� ������������ �������� �� ������� ��� �
���� �������!� '������ ��� �������� ������ ���� � ����� �������!$ ��� ������������ �������� �� ������
��� ��� ���������� �� ������������ �������� �� ���� ���������
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�
������	��� �������� �	���	� ��� �� �	����� �	 ������ �� ��� ������� �����	�� ���� �	��	����
��� ������ ������� ��  ��� �� �	��	����� ��� �� ������� �� ��� ������� �	���	������ �� ����
��� ������� �	���	����� �� ����������� 	�  �	�� �������� ������ �	���� ���� ��� �	����
 ��� �� ��� �������� 	� ���� ������� ���
���	�� �� ����	���� ���� ��� �������� ����� ��
�	����
���� �	���	������ �������	� !�" ��� #������� �	��� �� ���
���� ���� ��� �	���	���� ����
	������ �� ��� �����	
� �����	� �	�  �	�� ���������� ������	��� �� �����	� !�$ ��� �������
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��� 	�
��� ���
���	�� ���� ��� �	���� ��� �� ��������� �� ����
����� �������  �
���� �� �����
�� �����	� !�&

��� �����	
�� ���� ��
� �	
��	� 	� �����
���	� ���
�������

'�� ������	�� ��  �	������	� 	� ��	 ��� ������� �� ��	 ������� ������ � ��	�� �� ���
��
!�"()� '�� ���
� 	� ��� ������ �� R = 40m �� ��� ������ 	� ��� ������� ����� �� 900m� ��
��� �����	
� ������� ����� �� ��
��� ��� ��� ����� ������ ����  �	����� ���	���� �	� ���
������*��	� 	� ��� ���	� ������� 	� ��� ����� �	���	������ �	� ��� ���
���	�� ����	���� ��
���� ������� ��� ���	���� 	� ��� ����� ����� ��	����� �	 ��� ���	���� ��	+�� ��	�� �� ���
��
!�"(�)�

0 200 400 600 800 1000
xl(t) [m]

0

20

40

60

80

y
l(
t)

[m
]

��� �����	
� ���

0 20 40 60 80 100
t [s]

5

10

15

20

25

30

35

40

v
l(
t)

[m
/
s
]

��� �
����� �����


���
�� !�", '�� ��� �� ���	���� ��	+�� �	� ��� ���
���	���

&!



��� ���� ��	
������ ��� �����	�� ���� ��� ����	���� 	��� � � 	���� ���� � ����
���� ��� � �����
����� �������� ��� �	���	������ ��� ������� ������� � ��� ������ ��
(xl(0), yl(0), θl(0)) = (0, 0, 0) ��� ��� ������ ������ ��	 (xf (0), yf (0), θf (0)) = (−1,−1, π/4)�
��� �������� ����� �� ��� ����� ������� ��������� �����	���� �� ������� �� ��� a = 0.6�
k4 = 1.3 ��� k5 = 2.15� �� ��� �����
����� �������� ��� �������� ����� ��� ����� ��
kp = 125� kd = 75 ��� kdd = 15� �� ��� �����
����� �������� ��� ���������� �������� r = 1m�
��� ��	� ��� h = 1s ��� ��� ������ � ��� ������� L = 0�

�� ���
��  �! ��� ��	
����� ���
��� �� ������� �������� ! ��� ��� �����
����� �������� ���
���� ���� ��� ������ ������ ���� ��� �	����� ����� �� ���
��  �!"�# ��� ������ � ���
������ ��� ������ �� ��� x−y ����� ��� ����� ��� ������ ������ ���� ��� ��	� ���� �� ���
������ ��� ����� � ���� ����� �� ���
��  �!"�# ��� ������� ����� ��� ������� ��� ������� ����
�������� � $��� �
� �� ��� ���� �� y��������� �	� ������� ������ ���� ��� �
����
�� � ���
���� �������� ���
��  �!"�# ���� ��� ������� ��� ����������� � ��� ������ ��� ������ ���
���
��  �%"�# ���� ��� ������������ �������� ������� ��� ������ ��� ��� ������� �� ��� ����
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��� �����	
��� 
�� �	���
�� ����	����	

��� ��� ����	�
 ������ �� ��� ����� �������� ������		�� ���� ���� ������� �� ��� ���� ���
������� 	�����	 ������		�� ������ ��� 	����������	 ������		�� ������ ��� ��
����� ���� � ��������
������		�� ������� �� � !"� #������ � ����	�� 
���	� ����� �������� �$

ẋ = v cos θ

ẏ = v sin θ

θ̇ = ω,

�%� �

����� v ��� ω ��� ��������� � ����� ��� ��� &������ ��� ����	�� ��	����$� ���������	$� ���
������� �������� ������		�� �� � !" ��� ����� �$

ωf (t) = ωl(t) + vl(t)ye(t)
sin θe(t)

θe(t)
+ c1θe(t) �%����

vf (t) = vl(t) cos θe(t) + c2xe(t), �%����

����� c1, c2 > 0� ��� ����� �$��
��

ẋe = ωf (t)ye(t)− vf (t) + vl(t) cos θe(t) �%����

ẏe = −ωf (t)xe(t) + vl(t) sin θe(t) �%����

θ̇e = ωl(t)− ωf (t) �%����

��� �	���		$ �$
�������		$ ����	�'�� ���� vl(t) ��� ωl(t) ��� ���&��
	$ ��������� ��� �������
��� ������ vl(t) �� ωl(t) ��� ��� �������� �� '���� �� ��
���� ��� ������� 	�����	 ������		��
���� ��� �������� ������		��� (�� ��� ����� �$��
�� �& ��� �������� ������		�� ��� 	������'���
)��� ��� 	������'�� ����� �$��
�� �& ��� 	�����	 ������		�� ��� ��� ���*�����$ ������		��
��� �+��	� � &��� ��
������ ��� �� 
���� ��� ���� �& ��� 	������'�� ����� �$��
�� ���
x(t) = [xe(t), ye(t), θe(t)]

T � ,���������� ��� ������	 	�� �%��� ���� ��� ����� �$��
�� ���
	������'��� ��� ����� �$��
�� ������ ��� ������ ���	� ��⎡

⎣ẋe(t)
ẏe(t)

θ̇e(t)

⎤
⎦ =

⎡
⎣−c2 ωl 0
−ωl 0 vl
0 −vl −c1

⎤
⎦ . �%�-�

.� � ��
�� ���� ωl(t) ��� vl(t) ��� ������� �� ������ � /�. $��
� #�
������ �%�-� ����
��� 	������'�� ����� �$��
�� �& ��� 	�����	 ������		�� �-� !�� ��� $��
 ��� ��������	 ����
c1 = k5vl� c2 = avl ��� k4 = 1� &�� ��� ����� 	�����	 ������		��� ��� ������		�� ���� �& ���
	�����	 ������		�� ��� ����� � a = 1� k4 = 1 ��� k5 = 1� 0����� ��� ������		�� ���� c2 �&
��� �������� ������		�� ������ �� vl� ��� 	����� ��	����$ � ������� �� ������ � ������� ����
��� � ����� � vl = 30km/h� 0����� ��� 	������'�� ����� �$��
�� ��� ��������	� �
�	�����
���� 
�		 	�����	 ����� ��		 ���	� �� �
�	�� ���	� &�� ��� ������� 	�����	 ������		�� ��� ���
�������� ������		��� �� ���������� ��� ��������� ������� ��� ������		��� � 	���� ������	 	�����	
����� ��� ����� 	����� ��� ������	 ��������� �& ��� 	����� � (xl(0), yl(0), θl(0)) = (0, 0, 0) ��� �&
��� &�		���� (xf (0), yf (0), θf (0)) = (−30, 20, π/4)� 0����� ��� �������� ������		�� � ��
�����
���� ��� 	�����	 ������		��� ��� &�		����� �����	� ����� ���� � ������� ��	����$ �& 30km/h�
.� ������ %�� ��� �
�	����� ���	� �& ��� �������� ������		�� ��� ��� 	�����	 ������		�� ���
����� ��� ��� ��� �������� ���*�������� ��� �
� ��� �� ����	���� &�� ��� ���*�����$ �& ���
�������� ������		�� ��� ��� ���� �& 	�����	 ������		�� �� ��� �������� ������		�� 
��� � &�� �
����	� ������ ��� 	�����1 ���*�����$ ������� ���������� ��� �	����$ �����	�� ���*�����$ �$
��� 	������ )����� ��� 	�����	 ������		�� � ���� ��� �����	�� ���� �& ��� 	����� ���� ��������
0����� ��� &�		����� �����	� �& ��� ����� 	�����	 ������		�� �������� �� ��� ��&������ �����	��
����� �� ��� &�����
 �� 
��� �	��� ��� 	�����1 ����� ��� &�		���� �������� �	�� �� ��� ������	
������� �& ��� 	������ ��� ���� �& ��� 	�����	 ������		�� � 
��� ������	� ���� ��� ���*�����$ �&
��� �������� ������		��� ������ �� � ����	� ���� ������ ��� ��� ���� ��� �������� ������		���
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��� ������� ��� ������������ ���������� �� ��� ������ ��� ������� ��� � ��������� ����� �� � ���
���� ������ �� ������ ��� ������ ��� �������� � ���� ���� ��� ����� �� ��� ���� �� � ����
�������� ��������� ��� �������� ��� ��� ����� ���������� ��� ���������� ��� �����������
�� � ������� ������� ������ ������ ���� ���  ����� !�� " !#� ���  ! � ������� �$ �%&
'��������� �� (������ ��� � ������ �� ���� ������ �� )*+,� ' �������� -���� �� ���  ! �
���� �� ������ ��*� ����� LMB � ��� ������� WMB ��� ����� �� ���  ! ��� Ψ ��� �����������
�� ���  !� ��� ������� �� ��� ������ �� ���  ! ���� ������ �� ��� �������� ����� � ����� �$
(x, y) ��� ��� ������������ �������$ (ẋ, ẏ)� ��� �������$ �� ��� ������ �� ��� ������ ��� ����
������ �� ��� ���$ -��� ����� � ����� �$ (ẋl, ẏl)� �� � ����� ���� ��� ������ ��� ���$
���� �� ������������ ���������� ��� ẏl = 0� ���  ! �� ����� ��������� ���� ������� ��� ����
������� ������ ��� ������� ��.������ �� ���  ! � �� ��� ��� ������ ������ � ��������� ���.�����$�

�� �����/� ��� ������ ������� ��� ����������� �� ��� ������ �� ���  !� � ����������/�� ��������
������� � ���������� (���� ���� ����� � ���������� ��������$ ��� ���� �� ������ �� ���
��������� ���.�����$� ���������� ��� ��������� ������� �� ��� ������ �� ��� ������ ����� ����
�� �� ��������� �� ��� ��������� ������� xijref ��� yijref � ����� i = f(ront), r(ight), j =
l(eft), (r(ight))� ��� ���� ������� ��� ��������� ������� �� ���� ����� ��� ����� �$
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������� ������  ����������!� ��� ������� �� ��� ������� ��� ������������ ���������� ����� ��
����������� ������!� ������ ��� ������� ��� ��� �������� κf (t) ��� ������! vf (t)� ������ ���
����� ��� ������ ����� ��� ��� ���������� ��� ����������� �� ��� ��� "�� ������ �����
�� ����� �� ��� ����� �� ��� ��� ��� ���� ��� ���#����! ���� ��� ������ ����� ������� ��
��� �������� ���#����! �� ��� ��� "��� �������� ���#����! �� �������� �� � �������� ��������
��� ����������� �� ��� ����� ����� $���% ��� $��&%� "�� �������� ������ T ��� ��� ������� ��
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��� �� ��	 � ��"���� �������� �� 50km/h ��� � ��"���� ������������ �� 10m/s2 �� ���
���������	� ��������� ������� �������� ���#�� �	 �	��� �	 	���� �� ��
���  �$� �� ������ ���
���
� ������������ ��� 	���� ��������
� ��� �� �	 ��	������� �� ��� ������%	 ���� 	� ��� �������
�����	 ��� 	����� &�	� �� ������� ���
� ������������	� ��� ������ �	 ��	������� 	��� ���� ���
��	���� ������������ ��	����� ��� ��� ������ ������������ ��	����� ��� �'���� ���� ��� �� ���
��� ������ ���� �� ������� �������� �� 10km/h� ��� ���
�� �� ��� ������� L = 0� ��� ���� 
��
h = 1s ��� ��� 	����	���� ��	����� r = 1� ��	�� �� ���	� 	�����
� ��� ������� ���������	 �� ���
������
 ������� ��� [xl(0), yl(0), θl(0)] = [3.7778, 0, 0]� ��� �� ��� ��� ������ ����� ���� ���
	��� ������� ���������	 [xf (0), yf (0), θf (0)] = [0, 0, 0]� ��� ����������� �� ��� �����	 �� ��� ��
��� Ψij = 0� ��� ���������� 
���	 �� ��� �� ���������� ��� ��� �������� ��� kp = 40� kd = 0 ���
KI = 30� ��� ��� ����������� kp = 20� kd = 0 ��� KI = 1 ��� ��� ��� ��
���� �������� kp = 10�
kd = 0 ��� KI = 1�
�� ��
���  �( ��� ��	���	 ��� ���	����� ��� ��� 	���������	 ���� ��� �� ����� ��� ������ �����	
����
 � 	����
�� ����� ��
���  �()�* 	���	 ��� ��	����� �� ��� ������� ��� ��������� �� ��� ������
�� ��� ��� ���� ��� +�,� ��� ��� �� ��	���� &	 ��� �� 	���� ��� �� ������	 �� ��� ������%	
����� ��� 	��� �	 ��	����� �� ��
���  �()�* ����� ��� ������� ����� ������� ��� �� ��� ���
��������� ������� ������
�	 �� -���� �� ��
���  �()�* ��� �������� ��� ������������ �� ��� �������
+�, ��� ��� .������ �	 ��	����� ���� ��� 	��������� �� ��� /�������� ����� �� 	������  �0�
��� �� 	����	 �� ���������� ��� ���������� ���� � ������� ���� ������ �� ��� ��
�����
� ���
������������ �� ��� �� �	 ���
�� �����	� ��� �������� �� ��� �� ����	 ����� �	 ���	�� �� ���
�� ����������� &���� � ��� 	�����	� ��� ����� ������� ��� ���	���� ��� ��������� �������� ���
���� ����� �	 -��� ��� ��� ������������	 ��� 	����� 1��	�'������� ��� �� ������	 ��� ������ ����
�� ������������ ��	����� ����� �	 �'��� �� ��� ��	���� ������������ ��	������ �	 	���� �� ��
���
 �()�*�
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 ��	 �������� �� ��	 �	����	� ���	
�� ����
���	
� �� �	����� ��� ��� �	����� ��� �
	
�������	�� ��	 ����
����� �	�������� ���� �
	 ��	� ��
 ���� �������� ������� �
	 
	����	�� �
��	��� ���� ��
 ������� ��������� �������� ��
 � �	
���� ������ ���

�	��� ��� � �
�����! "�#$! �	��� %��& �	� f : R → R �	 � �����
�� ���������� �������� ��

[0,∞)� '�����	 ���� lim
t→∞

∫ t

0
f (τ) dτ 	(���� ��� �� ����	� ��	�!

lim
t→∞ f(t) = 0.

�� 	(�	����� ��  �
�����)� �	��� �� � �������� f(t) ���� �� ��� �����
�� ���������� ���
�
	�	��	� �� "�%$�

�	��� ��� �*���	��� ��� '�����! "�%$! �	��� �& �	� f : R+ → R �	 �� ��+	
	������	 ����,
����� -� f(t) ����	
�	� �� .	
� �� t → ∞ ��� ��� �	
������	 ������	�

ḟ(t) = f0(t) + η(t) t ≤ 0

��	
	 f0 �� � �����
�� ���������� �������� ��� η(t) �	��� �� .	
� �� t → ∞! ��	� ḟ(t) ���
f0(t) �	�� �� .	
� �� t → ∞�
��	�	 ��� �	���� �
	 ��	� ��
 � ������� ���	� �������� ������� ��
 ������	�
 ���	,��
���
���	��! ��	
	 ��	 �	
������	 �� ��	 ������� ��������	 �������� �� �	��,�	�����	 �	����	� /���
��	�	 �	���� ��	 ��������� ����	
�	��	 �� � ������ ��� �	 �	�	
���	��

��� ����� �� �����	
�
�� � �� �����	
�
�� �

����� ����� �� �����	
�
�� �

��	 ������� �������� ��������	 �� �	��	� ��

V (sf ) =
1

2
x̄e(sf )

2 +
1

2
ȳe(sf )

2 +
1

2k2
θ̄e(sf )

2, ����&

��	
	 k2 > 0� ��	 �	
������� �� ����& ���� 
	��	�� �� sf �� ����& ����� �����& ��� �����&! ���
������������ ��	 �
����	� ����
�� ��� �����&! 
	����� ��

d

dsf
V (sf ) = −k1x̄

2
e(sf )− k3θ̄

2
e(sf ) ≤ 0, ����&

��	
	 k1 > 0 ��� k3 > 0� ���� �����	� ���� V (sf ) ��� � �����	� ����� ��
 t → ∞ ��� ����	,
0�	���! ��	 	

�
� x̄e(sf )! ȳe(sf ) ��� θ̄e(sf ) �
	 �����	�� -� �� �����	� ���� ṽr(sf ) ��� κ̃l(sf )
�
	 �����	�� 1	��	! �
�� �����& ��� �	 �������	� ���� κ̄f (sf ) �� �����	� ��� �
�� �����& ��	
	
�� �������	� ���� d

dsf
x̄e(sf )!

d
dsf

ȳe(sf ) ���
d

dsf
θ̄e(sf ) �
	 �����	�� ���� �����	� ���� x̄e(sf )!

2#



ȳe(sf ) ��� θ̄e(sf ) ��� ����	�
�� 	�����	�� �����	�� 	� sf (t)� ���� ����� �� � ����	�
�� 	��
����	�� �����	�� ��

� ��� �� ������� ����� ����� ��� ������ �� �� 	������ ���� lim

sf→∞ x̄e = 0

��� lim
sf→∞ θ̄e = 0�

���� ��
����� �� �	 ��	�� ���� ȳe ����� �	 ���	 �� t → ∞�  �����	��� ��

� ��� �� ������� �	
�!���� ��� �!��!�� ��"��������� �!��!� ���	 �!���� ������� ��

d

dsf
θ̄e(sf ) = k2ȳe (1− k1x̄e)

tan θ̄e
θ̄e

+ k3θ̄e. ���!�

#����� k3θ̄e ����� �	 ���	 �� t → ∞ ��� k2ȳe (1− k1x̄e)
tan θ̄e
θ̄e

�� ����	�
�� 	�����	��� �� ��
"� 	������ ���� lim

sf→∞ ȳe = 0�  �����	��� ��� ���	� ����
�� ��� ���
��	������ ���"���

$� �� ����
�� ���� ṽr �� "	������ "�� ���� �� 	��� ��� ��� %��� |θ̄e| < π
2 � #����� ����� ��

��
���������� ��&����� V (0) �� ��� 
�'�
�
 ����� 	� ������  ��� ��	����� �� ������ �	 �������
���� θ̄e "�	
�� ������ 	� �(��� �	 π/2�  	 ��������� ���� ṽr �� "	������ ��� ������� 	�����	��

��� �������

k2x
2
e(0) + k2y

2
e(0) + θ2e(0) <

π2

4
. ���)�

����� ����� �� ���	�
���� �

 �� ��		� 	� *�	�	����	� � �� ������� �� � ��
���� �����	� �� ��� ��		� 	� *�	�	����	� �� +	������
��� ������	� �����	� �������� ��	�	��� �� ,�!-

V (sf ) =
1

2
x̄2
e(sf ) +

1

2
ȳ2e(sf )−

1

k2

∫ θ̄e

0

tan θdθ, ���.�

�	� |θ̄e| < π/2 ��� k2 > 0�  �� ���������� 	� ���.� %��� ������ �	 sf (t) ����� �!���� ��� �!����
��� ��"��������� ��� 	���	� ��% �!��)�� �� ����� "�

d

dsf
V (sf ) = −k1x̄

2
e(sf )− k3 tan θ̄e(sf )θ̄e(sf ) ≤ 0. ���/�

#����� ���/� �� ��
���������� ��&����� ���.� ��� � "	����� ��
�� �	� t → ∞� +	���(�������
x̄e(sf )� ȳe(sf ) ��� θ̄e ��� "	������ %��� �
����� ���� |θe| < π/2� $� �� ����
�� ���� κ̃r(sf )
�� "	������ ��� �	 ��������� ���� ṽr(sf ) �� "	������ ��� ������� 	�����	�� 
��� ������� ���)��
0�	
 �!��)� �� �� 	������ ���� κ̄f (sf ) �� "	������ ���

d
dsf

xe(sf )�
d

dsf
ye(sf ) ���

d
dsf

θe(sf )

��� "	����� ����� �!�����  ��� �
����� ���� xe(sf )� ye(sf ) ��� θe(sf ) ��� ����	�
�� 	�����	��
�����	�� 	� sf (t)� ���� ���/� �� � ����	�
�� 	�����	�� �����	�� ��

� ��� �� ������� 	�
���.� ��� ���/�� $� �� 	������ ���� lim

sf→∞ x̄e = 0 ��� lim
sf→∞ θ̄e = 0�

 	 ��	�� ���� ȳe ����� �	 ���	 %��� t → 0� ��

� ��� �� ������� �	 �!���� ��� �!��)��
��"��������� �!��)� ���	 �!����� ��������� ��

d

dsf
θ̄e(sf ) = −k2ȳe(sf ) (1 + k1x̄e(sf ))− k3θ̄e(sf ) ���1�

#����� −k3θ̄e(sf ) ����� �	 ���	 %��� t → 0� ��� −k2ȳe(sf ) (1 + k1x̄e(sf )) �� ����	�
�� 	�����
�	��� �� �� "� 	������ ���� lim

sf→∞ ȳe = 0�  �����	��� ��� ���	� ����
�� ��� ���
��	������

���"���

/2



��� ����� �� �����	
�
�� 

�������� 	
� ������� ����	��� �����	� ��	
 k4 > 0

V (t) =
1

2
x2
e(t) +

1

2
y2e(t) +

1

2k4
θ2e(t). �����

����� 	
� �����	��� �� ����� �� ����	�	�	��� ������ ����!� �� ������ �
��� 	
� 	�"� ���#
"��	 t �� �"�		�� ��� �����$�	� ����$	� ��

V̇ = −vfxeσ(xe)− k5
k4

vfθ
2
e ≤ 0. ���%�

�
��� k5 > 0 �� vf ≥ ε > 0� �
�� �"�$��� 	
	 ����� 
�  ������� $�"�	 ��� t → ∞ ��
�����&���	$� xe(t) ye(t) �� θe(t) �� �������� ����"��� 	
	 κl(sf ) �� ������� �	 �� ��

����$���� ����� ������ 	
	 κf (t) �� �������� �
������� ẋe(t) ẏe(t) �� θ̇e(t) �� �������
�������� 	� ������� �
�� �"�$��� 	
	 xe(t) ye(t) �� θe(t) �� ������"$� ���	������ ����	����
�� t� '���� ���%� ��  ������"$� ���	������ ����	��� ��"" ��! �� ��$��� ����� ����� ��
���%�� �����&���	$� �	 �� ����$���� 	
	 lim

t→∞ x̄e = 0 �� lim
t→∞ θ̄e = 0�

�� ����� 	
	 ȳe 	���� 	� (��� � t → ∞ ��"" ��� �� ��$��� 	� ������� �� ������� '���	�#
	�	��� ������ ��	� ������� ����$	� ��

θ̇e(t) = −k4vf (t)
cos θe(t)− 1

θe(t)
xe(t)− k4vf (t)

sin θe(t)

θe(t)
ye(t)− k5vf (t)θe(t). ���!��

)����� −k5vf (t)θe(t) 	���� 	� (��� �
�� t → 0 �� −k4vf (t)
cos θe(t)−1

θe(t)
xe(t)−k4vf (t)

sin θe(t)
θe(t)

ye(t)

�� ������"$� ���	������ �	 �� �� ����$���� 	
	 lim
t→∞ ȳe = 0� �
������� 	
� ����� ���"���

�� ��"�	�	��$$� �	�$��

*!



��



�������� �

���������	

��� ����� ��	
��� �
���
� ��	������� �

�� ������� �	
 � ������ �������� �� ������ �� ��������� ��� �� �������� ������� ��� ���������
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ẋe =− sin θf θ̇f (xr − xf ) + cos θf (ẋr − ẋf ) + cos θf θ̇f (yr − yf ) + sin θf (ẏr − ẏf ) ��	
��

ẏe =− cos θf θ̇f (xr − xf )− sin θf (ẋr − ẋf )− sin θf θ̇f (yr − yf ) + cos θf (ẏr − ẏf ) ��	
��

θ̇e =θ̇r − θ̇f ��	
��

!����������� ���  ��������� ������ ��	
"� �� ��� ������� ��� ������� ������� ���� ��	
� ������
��

˙̄xe =vf (t)κf [− sin θf (xr − xf ) + cos θf (yr − yf )]− vf (t)
[
cos2 θf + sin2 θf

]
+ vf (t)ṽr [cos θf cos θr + sin θf sin θr]

��	#��

ẏe =− vf (t)κf [cos θf (xr − xf ) + sin θf (yr − yf )] + vf (t)ṽr [cos θf sin θr − sin θf cos θr] ��	#��

θ̇e =vf (t)ṽrκ̃l − vf (t)κf ��	#��

$���������� ���� ������ �� ��� �� �������� �� ��� ������ �������� 
 ����� ��

ẋe =vf (t)κf ȳe − vf (t) + vf (t)ṽr cos θe ��	���

ẏe =− vf (t)κf x̄e + vf (t)ṽr sin θe ��	���

θ̇e =vf (t)ṽrκ̃l − vf (t)κf ��	���

��� ����� ��	
��� �
���
� ��	������� �

%� ��� ������ �������� # ���� ��� �� �������� �� ������ �� ��� �� ����� ��� ������
��������	 ��� ������ �� �� ��� �������� �� ����� �� ��	
&�	 ��� ���� ���������� �� ���
������ �� �� ����� ��

ẋe = − sin θr θ̇r (xf − xr) + cos θr (ẋf − ẋr) + cos θr θ̇r (yf − yr) + sin θr (ẏf − ẏr) ��	'��

ẏe = − cos θr θ̇r (xf − xr)− sin θr (ẋf − ẋr)− sin θr θ̇r (yf − yr) + cos θr (ẏf − ẏr) ��	'��

θ̇e = θ̇f − θ̇r ��	'��
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ẋe = ṡrκl (− sin θr [xf − xr] + cos θr [yf − yr]) + vf (cos θr cos θf + sin θr sin θf )− ṡr
(
cos2 θr + sin2 θr

)
�����

ẏe = −ṡrκlxe + vf (cos θr sin θf − sin θr cos θf ) ������

θ̇e = vfκf − ṡrκl ������
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ẋe = ṡrκlye + vf cos θe − ṡr �����

ẏe = −ṡrκlxe + vf sin θe ������

θ̇e = vfκf − ṡrκl ������
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ẋe,long(t) = − sin θf θ̇f (xl − xf ) + cos θf (ẋl − ẋf ) + cos θf θ̇f (yl − yf ) + sin θf (ẏl − ẏf ) ���$�

ẏe,long(t) = − cos θf θ̇f (xl − xf )− sin θf (ẋl − ẋf )− sin θf θ̇f (yl − yf ) + cos θf (ẏl − ẏf ) ���$��

θ̇e,long(t) = θ̇l − θ̇f ���$��

������������ �	
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�
� �� ������
� ���� ���$� �
����� ��

ẋe,long(t) = vfκf [− sin θf (xl − xf ) + cos θf (yl − yf )] + cos θf (vl cos θl − vf cos θf ) + sin θf (vl sin θl − vf sin θf )
���%�

ẏe,long(t) = −vfκf [cos θf (xl − xf ) + sin θf (yl − yf )]− sin θf (vl cos θl − vf cos θf ) + cos θf (vl sin θl − vf sin θf )
���%��

θ̇e,long(t) = vlκ̃l − vfκf ���%��

&�
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ẋe,long(t) = vfκfye,long − vf + vl cos θe,long ���'�

ẏe,long(t) = −vfκfxe,long + vl sin θe,long ���'��

θ̇e,long(t) = vlκ̃l − vfκf ���'��
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ζ(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) �� �!�!�� �� ���
� ��
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ζ(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) = κ2
fv

3
f +

uf

τ
+

af − uf

τ

−
√
1− p21

v2l

(
3afκfvl − κ̇lv

2
l + 3alκfvf − aalκlvl + 3κ̇fvfvl

)
+

h (af − uf )

τ2

−
p1

(
3τκ2

fv
2
fvl + 3τκfκlvfv

2
l − τκ2

l v
3
l + al − ul

)
τvl

− 3κfvf (afκf + κ̇fvf ) [L+ e1 + r + hvf ]

+
vlp2 [2κfvf − κlvl]

2
(−τκfvf + κ̈fτvf − af + uf + 2af κ̇fτ)

2τ (afκfvl − afκfvf + κ̇fvfvl)
2
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p1 = e2 + vf + afh− κfvfv
3
l p2 (2κfvf − κlvl)

2

2 (afκfvl − afκfvf + κ̇fvfvl)
2 ������

p2 = κfvf+vl

√√√√√√√κ2
fv

2
f

v2l
−

4 [afκfvl − afκfvf + κ̇fvfvl]
2

⎛
⎝af−

h(af−uf)
τ +κ2

fv
2
f (L+e1+r+hvf )−

al(e3+vf+afh)
vl

+
e2+vf+afh

vl
−1

κlv2
l −2κfvfvl

⎞
⎠

v2l [κlv2l − 2κfvfvl]
2
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f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) ��� g(τ) �
	 �	�	
���	�� ��	 ��	 �	
������	 � h(x) = e(t)
���� 
	��	�� � g(τ) �� ���	� ��

Lgh(x) =
∂h(x)

∂x
g(τ) =

[
1 0 0

] ⎡⎣ 0
0
− 1

τ

⎤
⎦ = 0. ������

��	 ��	 �	
������	 � h(x) ���� 
	��	�� � f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) �� ���	� ��

Lfh(x) =
∂h(x)

∂x
f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) =

[
1 0 0

] ⎡⎣e2e3
ζ

⎤
⎦ = e2. ������

���� 
	� ��� ��

LgLfh(x) =
∂

∂x

(
∂Lfh(x)

∂x

)
g(τ) =

[
0 1 0

] ⎡⎣ 0
0
− 1

τ

⎤
⎦ = 0. ����!�

��	 ��	 �	
������	 � ������ ���� 
	��	�� � f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) �� ���	� ��

L2
fh(x) =

∂

∂x

(
∂Lfh(x)

∂x

)
f(x, κf , κ̇f , κl, κ̇l, vf , vl, af , al, uf , ul) =

[
0 1 0

] ⎡⎣e2e3
ζ

⎤
⎦ = e3.
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LgL
2
fh(x) =

∂

∂x

(
∂L2

fh(x)

∂x

)
g(τ) =

[
0 0 1

] ⎡⎣ 0
0
− 1

τ

⎤
⎦ = −1

τ
, ����#�
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 �
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� 	����
����� ���������� ���	 �	
 ���
� λ1 = −20� λ2 = −20 ��� λ3 = −20 ��

det
(
sI −Acl

)
= λ3 + 60λ2 + 1200λ+ 8000. ������

�	
 �������
� ����� ��
 �
�
����
� �� ��� ���

(k1 + k3) vl = 60 ����!��(
κ̄2
l + k1k3 + k2

)
v2l = 1200 ����!��(

k3κ̄
2
l + k1k2

)
v3l = 8000. ����!�

����!��

�	
 �������
� ����� k1 ��� k2� �
�
����� �� k3� ��
 �
�
����
� ��

k1 =
60

vl
− k3 ����"��

k2 =
1200

v2l
− κ̄2

l −
(
60

vl
− k3

)
k3. ����"��

�	
 ���� k3 �� �
�
����
� �� ��� ��� �	
 ����������

− v3l k
3
3 + 120v2l k

2
3 +

(−4800vl + 2κ̄2
l v

3
l

)
k3 − 60κ̄2

l v
2
l + 64000 = 0. ������

�	
 �
�
������� �# �	
 ���������� �� �� 
� ��

Δ = 16κ̄4
l v

10
l (2κ̄2

l v
2
l − 675). ������

�����
 ��� �	��� �	
 �
�
������� #�� �	
 ����
 κl = −0.5 $ 0.5 ��� vl = 30km/h $ 130km/h� %�
�� �
 �

�� Δ < 0 �� �	
 ���������� 	�� ��
 �
�� �������� ��� ��� ���$�
�� ����
& ��'����

���������� (��� �	
 �
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�
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-3

0

-2Δ

×1017

-1

0.5

0

vl [m/s]

20

κ̄l [−]

0
40 -0.5

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

×1017
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k3 =
120 + 2vl

3

√
270κ̄2

l +6vl

√
−6κ̄6

l +
2025κ̄4

l
v2
l

vl

3vl
. ������
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� ����� � �
� ��	������� ���	� � �
� ������� ��	�������� �
� ����� � �
��� ���	� �	
�
� �����
���� ������	� ����� ���� ���� �	� ����� ��������	 ��� �������	�� ���	� ���� ���������	��
�
� �	����� ��	�����	� ��� �
���	 ���
 �
�� �
�	 �
� �������� ���
 �� � ������
� ��	�� �
� ����
�����	�� ��	 �� �������	��� �
�	 �
� ������ ������ ���	� � �������� ���
� �
� �������	 � �
�
������� �� ���	������ �� ����� ������	���� �� �������	� �
� ���� �����	���

����� ��������	� �

�	 ������ ��� �
� ����� � k1 �� �
��	 �� �
��� ������	� ���	������� �����	� �	 � ��	�� �	 � ������
�	� ������	� ���
 � ����� �	����� ��	�����	�  �� �
��� ���
 � ��� �������! "#$%�&
' �	� 
��

�������! "�#$%�&
'� �	 �
� (���� �
��� �������	�	� �
� ������	� ����� ����� ����� ��� �����	���
 ��� �� ��
�� ���	� �	 �
�� �
����� ������� ��
����� �������� �
� �����	 �� �
�� �� �
�� ��! �
�
������	� ���� �� ����������� �
�	 � ������ ���� ��)� �� ����� 	�� �
� �*��� ����� � �
� ������	�
���� �� �������	�� �	� ��	 ����� � ������	� ��
�����

• +����
���� �
��� �� 	� ������	�� ������	 �����	� ���
 � 
��
 �	� ��� �������!�
� ����� � ���		 k1 
���	�� �� 	��� ��
���� ��� ���
������ � ��� ��
��� �� 	�
��

�
 ���
���� ���� � 	�
�� ������	 ��������

� ��
�	�� � �����
 k1 
���	�� �� 	��� ��
���� ���
� ��� �� ���� ���� �
 k1 > 1 ���
��
��� ���
����� �
����		� ����� �
 � 	�
�� ������	 ������� ��� �
 k1 > 1.6 �

���
���� �	�� � ��� ����
�� �
�����
��

• ����	��� ����� ��� ����� � ��� ���
		�
 ���� �� ��� ���� �
 ��� ��	�������
� ����� ��� ����	��� ���� ���
����� ���� k1 ���
������ �
 ���
���� ���� � 	�
�� ������	
�������� � ��
� ���		 ��	�� � k1 
���	�� �� � 	�
��
 ����	��� �����

� ��
�	�� ��� ����	��� ���� ���
����� ����	 k1 = 1 ��� ���� ���
����� ����� ���� k1
���
������

• ���� ����� ��� ����� � ��� ���
		�
 ���� �� ��� ���� �
 ��� ��	�������
� ����� ��� 
��� ���� ���
����� ���� k1 ���
������

� ��
�	�� ��� 
��� ���� ���
����� ���� k1 ���
������

• ���	 ��
������   ����
���� ������� �
����� ���� 	� 
 ���� ��	�����
� ����� � ���		 k1 
���	�� �� ���		�
 ���	 ��
������

� ��
�	�� � �����
 k1 
���	�� �� ���		�
 ���	 ��
������ ���
� ��� �� ���� ���� �

k1 > 1 ��� ��
��� ���
����� �
����		� ����� �
 � 	�
�� ������	 ������� ��� �

k1 > 1.8 �
 ���
���� �	�� � ��� ����
�� �
�����
��
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������ ��	
 ��� ���� �� k1 �� ��� ����������� �� ���������� 	� ��� ��������� �� ����� �� ���
��� �������� ���� �� ��� ��� ���� ���� �� �� ��� ��� ����� ��������� �� ��� ������� ���������� ���
����������� ������� �� � ���� ��� �������� ����� �� ���� ����  ����� ��� �������� ��� ���! ����
���� ����  �������� "��� ������� �� � ������ ��� �������� ����� �� ��� ������  !������ ��� ��������
��� ���! ���� ��� ������  ������� �� ����������� #� ��� ��� $���� ��� �������� ������ ���� � ���
�������! ��� �� ��� ������ $���� ���� � ���� $�����

#� ������ ��% ��� ���� �� k2 �� ����� ��� ��� ����� ������� �����������

• &��������
 '� �������� ������� ������� ���� ��� �� ���� �������!�

� (���
 ��� ��������� ��������� ���� k2 ���������� )��� k2 > 1.9 ��� �������� ����� ��
��� ���� ��� ���� k2 > 1.7 ��� �������� ���� � ����� ������� ���������� ��� ���������
��������� ������

� ������
 ��� ��������� ��������� ���� k2 ���������� )��� k2 > 1.9 ��� �������� �����
�� ��� ������� ��� ��������� ��������� ������� ������

• *������� ����
 ��� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ��� ���� �����������

� ��� ���� �� k2 �� ��� ���� ��� ���� ������� �� � ���� ��� ������� ��� �������� ����
��������� ��� �� �������� �� k2�

• +��� ����
 ��� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ��� ���� �����������
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� �� �������	� 
������ ������ �� � ���� ��� � 	��	��� ���� k2 ��	������� ��� ���� ����
��	�������

• ����� ��������� �� �������	� 
������ ������ ���� ��� �� ���� ���	����

� ����� ��� ����� �������� ��	������ ���� k2 ��	������� ���� k2 > 2.8 ��� �������� 	����
�� ��� ���� ��� ���� k2 > 2 ��� �������� ���� � ����� ������� 	��������� ��� ��������
��	������ ������

� ���	��� ��� �������� ��	������ ���� k2 ��	������� ���� k2 > 2.8 ��� �������� 	����
�� ��� 	��	�� ��� �������� ��	������ ������
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������ ���� ��� ���	� �� k2 �� ���  ��������	� �� 	��������� !� ��� �������� �� ����� �� �"�
��� �������� ���� �� 
"� ��� ���� ���� �� 	" ��� ��� ����� �������� �� �"� #������� �	������$� ���
	���������� ������ �� � ���� ��� �������� 	���� �� ���� ���� %
���" ��� �������� ��� ���� ����
���� ���� %������"� &��� ������ �� � 	��	�� ��� �������� 	���� �� ��� 	��	�� %������" ��� ��������
��� ���� ���� ��� 	��	�� % �� ��" �� 	���������� '� ��� �� (���� ��� �������� ����� ���� � ���
���	��� ��� �� ��� 
����� (���� ���� � ���� (�����

'� ������ ��) ��� ���	� �� k3 �� ����� ��� ��� ����� �������� �	������$��

• *�������� �� �������	� 
������ ������ ���� ��� �� ���� ���	����

� '� +��� ��� k3 > 2�
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• �������� ����	 
�� ���� �� ��� ��������� ���� �� ��� ���� ��� ���� ����������

� 
�� �������� ���� �������� ���� ��� �������� ����� ���� k3 ��������� 
�� �������
�� ��� �������� ���� ������ ��� ��� �������� ���������� 
�� ������� ��� ������� ��
� ���� ���� �� ��� ���� �� k3 = 1.4 ��� k3 = 1.6 ��� � ����� ������� ��������� ����
������� �� � ���� ��� ������� �� k3 = 1.2 ��� �������� ���� �� ��� ���� ��� k3 = 1
���� �������� ���� � ����� ������� ���������

• ���� ����	 
�� ���� �� ��� ��������� ���� �� ��� ���� ��� ���� ����������

� 
�� ���� ���� �������� ���� k3 ���������

• 
���� ���������	 �� �������� ������� ������� ���� ��� �� ���� ��������

� �� ������� ��� k3 > 2�

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

O
v
er
sh
o
o
t

0 1 2 3 4 5 6
k3

0

1

2

O
v
er
sh
o
o
t

���

0 1 2 3 4 5 6
0

5
S
et
tl
in
g
ti
m
e

0 1 2 3 4 5 6
k3

0

1

2

S
et
tl
in
g
ti
m
e

���

0 1 2 3 4 5 6
0

2

4

R
is
e
ti
m
e

0 1 2 3 4 5 6
k3

0

0.5

1

R
is
e
ti
m
e

���

0 1 2 3 4 5 6
0

5

10

T
o
ta
l
va
ri
a
ti
o
n

0 1 2 3 4 5 6
k3

0

10

20

T
o
ta
l
va
ri
a
ti
o
n

���

 ����� !�"	 
�� ���� �� k3 �� ��� #��������� �� ��������� $� 
�� ��������� �� ����� �� �%&
��� �������� ���� �� �%& ��� ���� ���� �� % ��� ��� ����� ��������� �� �%� '������� ��������� ���
���������& ������� �� � ���� ��� �������� ���� �� ���� ���� (����% ��� �������� ��� ���� ����
���� ���� (������%� )��� ������� �� � ���� ��� �������� ���� �� ��� ���� (������% ��� ��������
��� ���� ���� ��� ���� (#��#��% �� ���������� �� ��� ��# ����� ��� �������� ������ ���� � ���
������� ��� �� ��� ������ ����� ���� � ���� ������
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����� ������		
� �

�� ������ �	
 ��� ���� �� a �� ����� ��� ��� ����� ������� ����������	

• ���������� ����� �� �� �������� ������� ������� ���� � ���� ��� ��� ��������	

� ����� � ����� a ������� �� ���� ���������	 ��� ���������� �� ��� ��������� �� ������ ���
�������� ���� � ����� ������� ���������	

� ������� � ������ a ������� �� ���� ���������	 ����� ��� �� ���� ���� ��� a > 3 ���
��������� ��������� ��������� �����	

• �������� ����� ��� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ��� ���� ����������	

� ����� ��� �������� ���� ��������� ������� ���� a ���������	  ��� �������� ����� ��
��� ����! ��� �������� ���� �� ��� ������	

� ������� ��� �������� ���� ��������� ����� a = 1.3 ��� ���� ��������� ����� ���� k1
��������� ��� �������� ����� �� ��� ����	 ��� �������� ���� � ����� ������� ���������! ���

�������� ���� ��������� ���� a ���������	

• "��� ����� ��� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ��� ���� ����������	

� ��� ���� ���� �� ���� ������ ��� �������� ���� � ����� ������� ��������� ���� ��� ����	

��� ���� ���� ��������� ���� a ���������	

• ����� ���������� #� �������� ������� ������� ���� ��� �� ���� ��������	

� ����� � ����� a ������� �� ������� ����� ���������	

� ������� � ������ a ������� �� ������� ����� ���������	 ����� ��� �� ���� ���� ��� a > 3
��� ��������� ��������� ��������� �����	

$%
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������ ��	
 ��� ���� �� a �� ��� ����������� �� ���������� �� ��� ��������� �� ����� �� ���
��� �������� ���� �� ��� ��� ���� ���� �� �� ��� ��� ����� ��������� �� ��� ������� �������� � ���
����������� ������� �� � ���� ��� �������� ����� �� ���� ���� !����� ��� �������� ��� ���" ����
���� ���� !�������� #��� ������� �� � ������ ��� �������� ����� �� ��� ������ !"������ ��� ��������
��� ���" ���� ��� ������ !������� �� ����������� $� ��� ��� %���� ��� �������� ������ ���� � ���
�������" ��� �� ��� ������ %���� ���� � ���� %�����

$� ������ ��& ��� ���� �� k4 �� ����� ��� ��� ����� ������� �������� ��

• '��������
 (� �������� ������� ������� ���� ��� �� ���� �������"�

� )���
 ��� ��������� ��������� ���� k4 ���������� *��� k4 > 1.7 ��� �������� ����� ��
��� ���� ��� ���� k4 > 1.7 ��� �������� ���� � ����� ������� ���������� ��� ���������
��������� ������

� ������
 ��� ��������� ��������� ���� k4 ���������� *��� k4 > 1.4 ��� �������� �����
�� ��� ������ ��� k4 > 1 ��� �������� ���� � ����� ������� ���������� ��� ���������
��������� ������

• +������� ����
 ��� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ��� ���� �����������

� ��� ���� �� k4 �� ��� ���� ��� ���� ������� �� � ���� ��� ������� ��� �������� ����
��������� ��� �� �������� �� k4�

• ,��� ����
 ��� ���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ��� ���� �����������
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� �� �������	� 
������ ������ �� � ���� ��� � 	��	��� ���� k4 ��	������� ��� ���� ����
��	�������

• ����� ��������� �� �������	� 
������ ������ ���� ��� �� ���� ���	����

� ����� ��� ����� �������� ��	������ ���� k4 ��	������� ���� k4 > 2.6 ��� ��������
	���� �� ��� ���� ��� ���� k4 > 2.8 ��� �������� ���� � ����� ������� 	��������� ���
�������� ��	������ ������

� ���	��� ��� �������� ��	������ ���� k4 ��	������� ���� k4 > 2.6 ��� �������� 	����
�� ��� 	��	�� ��� k4 > 1.7 ���� �������� ���� � ����� ������� 	��������� ��� ��������
��	������ ������
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������ ���� ��� ���	� �� k4 �� ���  ��������	� �� 	��������� !� ��� �������� �� ����� �� �"�
��� �������� ���� �� 
"� ��� ���� ���� �� 	" ��� ��� ����� �������� �� �"� #������� �	������$� ���
	���������� ������ �� � ���� ��� �������� 	���� �� ���� ���� %
���" ��� �������� ��� ���� ����
���� ���� %������"� &��� ������ �� � 	��	�� ��� �������� 	���� �� ��� 	��	�� %������" ��� ��������
��� ���� ���� ��� 	��	�� % �� ��" �� 	���������� '� ��� �� (���� ��� �������� ����� ���� � ���
���	��� ��� �� ��� 
����� (���� ���� � ���� (�����

'� ������ ��) ��� ���	� �� k5 �� ����� ��� ��� ����� �������� �	������$��

• *�������� �� �������	� 
������ ������ ���� ��� �� ���� ���	����

� ����� '� +��� ��� k5 > 2�
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� ������� �	 
��� ��� k5 > 3

• �������� ����� ��� ����� �� ��� ���������� ���� �	 ��� 	��� ��� ���� ���������	
� ��� 	������� ���� ������	�	 ��	� ��� ������	�	 ����� ���� k5 ������	�	 ��� �������
�� ��� 	������� ���� �����	 ��� ��� �������� 	��������	 ��� ������� ��� ������� ��
� ���� ���	� �� ��� ���� �	 k5 = 1.5 ��� k5 = 1.4 ��� � ����� ������� ��������� ����
������� �� � ������ ��� ������� �	 k5 = 1.7 ��� 	������� ���	� �� ��� ������ ��� k5 = 1.7
���� 	������� ���� � ����� ������� ���������

• ��	� ����� ��� ����� �� ��� ���������� ���� �	 ��� 	��� ��� ���� ���������	
� ��� ��	� ���� ������	�	 ���� k5 ������	�	

• ����� ����������  � ��������� ������� ������� ���� ��� �� ���� �������!
� �	 ������� ��� k5 > 2
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"����� �#� ��� ����� �� k5 �� ��� $���������� �� ���������� % ��� ����	���� �	 	���� �� �&'
��� 	������� ���� �� �&' ��� ��	� ���� �� �& ��� ��� ����� ��������� �� �& (������� 	��������	 ���
���	������' ������� �� � ���� ��� 	������� ���	� �� ���	 ���� )����& ��� 	������� ��� ���! ����
���	 ���� )������& *�	� ������� �� � ������ ��� 	������� ���	� �� ��� ������ )!�����& ��� 	�������
��� ���! ���� ��� ������ )$��$��& �	 ���	������ �� ��� ��$ ����� ��� �������� �����	 ���� � ���
�������! ��� �� ��� ������ ����� ���� � ���� �����
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